Pokyny k vypracovani semestralniho
projektu k predmétu M5170 (podzim 2023)

Nutnou podminkou pro zisk ispéSného hodnoceni z Matematického programovani (M5170) je
odevzdani vypracovaného semestralni projektu do 5. inora 2024 (v pripadé ucasti u zkousky pred
odevzdinim projektu bude hodnoceni zapsano az po odevzdéni projektu — ovSem v pripadé nedodr-
Zeni stanoveného terminu bude pfedmét hodnocen ,,X* bez ohledu na vysledek u zkousky).

Projekt bude vénovan numerickym metoddam pro reseni iiloh nepodminéné minimalizace a bude
obsahovat analyzu dvou vybranych metod pro funkci jedné proménné a dvou metod pro funkci
vice (alespon dvou) proménnych. Zadani se nesmi shodovat s ptiklady uvadénymi na prednasce,
reSenymi ve cviceni nebo ve sbirce piikladt. Pro funkce vice proménnych také neni povolena kvad-
ratickd funkce, tj. funkce tvaru f(x) = 2" Az + bz + c.

Na kazdém projektu mohou pracovat nejvyse dva studenti (v pripad€ lichého poctu studentt je
mozné povolit i jednu trojici, ale azZ po domluvé s prednaSejicim). Konkrétni funkce si navrhuji stu-
denti (nebo skupiny studentit) sami prostfednictvim aplikace Rozpisy v ISu (viz ndvod str. 3-8 nize).
Névrh musi byt schvdlen predndsejicim a navrhované funkce se nesmi shodovat s jiz odsouhlase-
nymi tématy. Do kolonky ,,Nazev‘ napiSte navrhované funkce (pouZijte stejnou/podobnou syntaxi
jako v IfTEXu) a do kolonky ,,0Oficidlni zaddni* napiSte zvolené metody. Metody jsou rozdélené do
CtyT skupin a z kazdé skupiny si musite vybrat jednu metodu:

(A) prvni skupina (funkce jedné proménné)

(i) metoda prostého déleni (se sudym i lichym poctem bodt vycisleni)
(i) metoda pileni intervalu
(B) druha skupina (funkce jedné proménné)
(i) Fibonacciho metoda
(i1) metoda zlatého fezu
(C) treti skupina (funkce vice proménnych)
(i) metoda nejvétsiho spadu
(i) Newtonova metoda

(D) étvrta skupina (funkce vice proménnych)

(i) metoda sdruZenych gradientl (s nulovanim i bez nulovani volby ()
(i) metoda sdruzenych gradientl s alternativni volbou ;. (napf. dle Polak—Ribiére nebo

Hestenes—Stiefel, viz pfednasSku nebo napft. https://m5170.page.link/RSPt)

Po zaloZeni nového tématu mi napiste email (adresu viz niZe) s vyzvou k jeho potvrzeni (v pfi-
padé skupinového tématu posle vyzvu kazdy student, nebot’ je potieba potvrdit pfihlaSeni kazdého
studenta zv1ast’). Téma musi byt v ISu zadano nejpozdéji 20. prosince 2023.

V projektu analyzujte chovdni vybranych metod pfi minimalizaci zvolenych funkci. UvaZzte
rizné hodnoty poctu vycisleni (5, 10, 20, 50 a 100, pripadné i dalsi), rizné vychozi intervaly lo-
kalizace minima, odlisSné volby vychozi aproximace, atd. V tvodni Casti také vénujte pozornost sa-
motnym zvolenym funkcim, mizZete napf. analyzovat jejich pribéh nebo vykreslit jejich graf apod.
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https://m5170.page.link/RSPt

Ukazku mozného zpracovani projektu naleznete na str. 9-38 nize. Projekt neni urcen k rucnim vy-
poctum (ty 1ze obvykle pouZit nejvyse pro prvni dvé aproximace) — ke zpracovani projektu mizete
VyuZzit:

(a) online maplety dostupné na MapleCloudu prostfednictvim odkazii uvedenych na adrese
https://m5170.page.link/y6N7, které

e lze pouzivat v on-line reZimu pfimo ve webovém prohliZeCi (mohou se objevit pro-
blémy pfi kopirovani vypoctit)

e si miZete stahnout a oteviit v Maple (pokud k nému mate pristup) nebo v MaplePla-
yeru dostupném zdarma na adrese https://m5170.page.link/VG39 (odlehéena verze
Maple=pouze "prohlize¢", dokumenty nelze upravovat — ale pro potfeby projektu to
je zcela dostacujici)

(b) kédy pro Matlab (metody v R) a Maple (metody v R" — vyZaduje pfistup k plné verzi
Maple) dostupné v jednom baliku na adrese https://m5170.page.link/NLtk

(c) kédy pro R-ko (napt. https://www.r-project.org/ nebo https://www.rstudio.com/) dostupné
na adrese https://m5170.page.link/ZJCz (tyto metody mohou dévat jiné aproximace nez
predchozi dvé varianty)

(d) vlastni ,,program* (v takovém piipad¢ uved’te podrobnosti v projektu)

Vypracované projekty se odevzdavaji elektronicky (preferovana je sazba pomoci LaTeXu) pro-
strednictvim odevzddvdrny v ISu. Analyzu je vhodné doplnit i obrazky. Po vloZeni vypracovaného
projektu do ISu mi opét napiste informacni email (tentokrat staci pouze jeden email v pripadé sku-
pinového tématu). Hodnoceni, pozndmky, pfipominky apod. poté naleznete v ptislusném pozndmko-
vém bloku (o tom budete informovani emailem).

Pro zajemce: Nechcete-li se drZet klasického zadani a zajimaji-li Vas i jiné metody, je mozné
zadani projektu upravit ,,na miru* po domluvé s predndsejicim. V projektu je napf. mozné analyzovat
rizné modifikace metod (at’ jiZ popsanych v literatuie nebo vlastnich) nebo i zcela jiné numerické
metody vyZadujici i kompletni naprogramovéni. V takovém pfipadé pak v projektu bude uveden
obecny popis uvazované modifikace nebo metody vcetné odkazu na relevantni literaturu (pokud se
nejednd o vlastni navrh).

V pripadé jakéhokoli dotazu k projektu se ozvéte bud’ na prednasce/cviceni nebo prostred-
nictvim emailu uvedeného niZze.

Brno 18. zafi 2023 doc. Mgr. Petr Zeméanek, Ph.D.
zemanekp @math.muni.cz
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Zalozeni nového tématu projektu z M5170

Pfedméty — Matematické programovani — Rozpisy
Moje pfedméty

Q‘g” M5170 Matematické programovani

P. Zemanek

P0 17.9. aZ P4 14. 12. P0 14:00-15:50 M2,01021 5

M5170/01 Po 17. 9. aZ Pa 14. 12, Po 16:00-16:50 M2,01021 5, P. Zemanek

@ Diskusni férum @ Studijni materialy Odevzdavarny
1

= Seminarni skupiny = Zkousky * Rozpisy - Katalog * SpoluZaci

5 kr.

@ Poskytovna

zk
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Odkaz zalozit

Prehled temat

PiF: M5170 Matematické programovani (podzim 2018)

Rozpisy ?@ Témata:

zalozit,

prihlasovani

M5170: Projekt

Radit témata dle: nazvu | posledni modifikace | vedouciho
Zobrazit témata: moje aktualni | aktualni volna | viechna aktualni | pokrocily vybér -

doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D.
1. f(x) = exp(x) - 5*x + 5, f(x,y) = 4*x*2 + y*2 + sin(x + y)

) Vede: doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D., uco 78442
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Vyplite nazev projektu (zvolené funkce) a oficialni zadani
(zvolené metody)

Rozpisy: uprava rozpisu ?@ Témata: zaloZit (hromadné), iprava témat, studenti

M5170: Projekt

Zavadeéni nového tématu

Nazev:
F(x)= x4 - sqrt(abs(x-1)) + 4x + 12; F(x,y) = cos(x) + y*2 + y4| I

Nazev anglicky:

Dal3i nazvy -

ficialni zadani: (3}
udeme se wénovat funkcim:

(x) = x™4 - sqrt(abs(x-1)) + 4x + 12
(x,¥) = cos(x) + y*2 + y*4

Zvolené metody:

(A) metoda plUleni intervall

(B) metoda zlatého fezu

(C) metoda nejvétsiho spadu

(D) metoda sdruzenych gradientl

Piredbézné zadani -
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Nastavte wvedouciho tématu (vZdy doc. Mgr. Petr Zemének, Ph.D.;
vyhledavaciho pole zadejte UCO 78442)

Oficialni zadani: (%
Budeme se vénovat funkcim:

f(x) = x* - sqri(abs(x-1)) + 4x + 12
f(x,y) = cos(x) + y*2 + y™4

Zvolené metody:

(A) metoda plleni intervall

(B) metoda zlatého rezu

(C) metoda nejvétsiho spadu

(D) metoda sdruZenych gradientd

Predbézné zadani ~

Dohledani osob
Vedouci, oponent, konzultant, ...

| || vyhledat osoby |(
Vyhledejte osobu podle prijmeni ¢i uca.
Odznacenim sloupce vlevo osobu odstranite.

Lo

Vedouci, oponent, konzultant, ...

doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D. (UMS Ustavy PFF MU), u¢o 78482 | vedouci

Literatura -
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VSe ostatni ponechte v puvodnim nastaveni a téma ulozte

‘edouci, oponent, konzultant, ...

doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D. (UMS Ustavy PFF MU), uéo 78442 | vedouci v |

Literatura =
Poznamky -

Daksiadaje «
Zkratka tématu:

Souvisejici webova stranka: {zadejte celé URL vietné napf. http//stroj.czf)

d

K tématu se lze pFinlésit od: | =] |hod.da|

&

K tématu se student smi pfihlasit, jen kdyz splfiuje tyto pfed poklady:
Zadejte prerekvizity jako pro zapis pfedmétu. (Névod. g}

Maximum pfihliSenych studentd: | 4 | {Mezad ste-li kapacitu, neni omezeno)
rj wytvofit studijnikrub
M

! pfihlaZeni studenta k tématu musi schvalit vedouc (%)

pfihldSeni k tématu oznamit e-mailem

toto téma i zvefejnit studentim

| ozt ||| Ulozitavytvoitdalsi |
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b

PoSlete email ohledné potvrzeni pfihlaseni k tématu

doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D.
1. f(x)=sqrt(x*4+1)-2x+3, f(x.y)=In(x"*2+y*4+x+3)

Vede:doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D., uco 78442 2

Studenti (max. 4).
1.
2.

Ceka se na potvrzeni prihlaseni k tématu

3.
4,

Studenti se mohou pfihlasovat do 11. 12. 2018 vc.

Zobrazit operace

Takto vypadéd potvrzené prihlaseni

doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D.
1. f(x)=sqri(x*4+1)-2x+3, f(x.y)=In(x*2+y*4+x+3)

Vede:doc. Mgr. Petr Zemanek, Ph.D., uco 78442 o

Studenti (max. 4).

Studenti se mohou pfihlasovat do 11. 12. 2018 vc.

Zobrazit operace

Postup v pripadé tématu pro vice studentt: Téma do rozpisu zada
jeden ze studentd (dle navodu vysSe) a ostatni studenti se k nému

pouze prihléasi.
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Projekt — numerické metody

Matematické programovanie

Martin Dettelbacher, Silvia Hnilickid, Simona Kolenc¢ikova
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Analyza numerickych metod pro funkci
jedné proménné

Zakladni informace

K analyze chovani numerickych metod pro funkci jedné proménné jsme si zvolili funkci
f(x) = 2*—\/]z — 1] +42+12 (na nésledujici strané je tato funkce vykreslena pro omezeny
rozsah hodnot z a y). ,,Pfesného* minima tato funkce nabyva v bodé z* = —1.0284390691,
pri¢emz f(x*) = 7.5807125417.

Metody, které na této funkci budeme zkoumat, jsou metoda pileni intervalu a me-
toda zlatého rezu.
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flx) =2 — /lo — 1| + 4z + 12

—4 -2 0 2 4

Obrazek 1: Graf funkce f(x) = a* — \/|z — 1] + 42 + 12

—12/38—



1.1 Metoda pileni intervalu

1.1.1 Analyza chovani metody pri rtiznych hodnotach poctu vy-
¢isleni

Zvolime si pevny vychozi interval lokalizace minima (ILM) a budeme sledovat, jak se

lisi dosazena presnost a ,efektivita“ (dosazenéd presnost vzhledem k poctu vy¢isleni) pii

riznych hodnotéch poc¢tu vycisleni.

Vzhledem k tomu, Ze pocet vycisleni u metody puleni intervalu musi byt sudy, vyzkou-
Sime postupné hodnoty poctu vycisleni 4, 10, 20, 50 a 100.

Pokud jde o volbu (pevného) vychoziho ILM, byli bychom radi, kdyby v tuto chvili
nebyl v zadném smyslu ,,patologicky*. Nabizi se proto vzit tento interval zhruba symetricky
kolem bodu skute¢ného minima z* = —1.0284390691. Soucasné pozadujeme, aby vychozi
ILM byl dostatecné dlouhy — pti kratkém ILM by zanikaly rozdily mezi jednotlivymi pocty
vy¢isleni. Jako vychozi ILM tedy zvolme napt. interval Iy := [—10,9].

Koneéné zbyva zvolit vhodné 6 € (0,1(b— a)) = (0, ). Je vidét (napf. ze vztahu pro
délku ILM po N = 2k vy¢islenich Iy = b;—k“ + %’;j J), ze s v&tsim 0 se zvétsuji délky ILM.
Je tudiz efektivni volit § dostatecné malé. Zvolme napt. J := 0.02.

Nyni se jiz budeme vénovat minimalizaci funkce f metodou piileni intervalu pro rizné
pocty vycisleni N € {4, 10,20, 50, 100}.

N=4

Po N = 4 vy¢islenich dostaneme ILM I, = [ag,by] = [N, 1] = [—5.26,—0.48], tudiz
apriorni odhad maximélni chyby je ¢y = %lz = 2.39. Aproximace bodu minima je T =
3(ag + by) = —2.87 a skuteéného minima f nabyva v z* = —1.0284390691, takze skutetna
chyba je |T — z*| = 1.841561.

Skutecné chyba se vzhledem k velmi nizkému poctu vycisleni a k relativné sirokému
vychozimu ILM nemusi zdat prilis velka, avsak kdyby nas zajimala hodnota funkce f v bodé

svého minima, tak se aproximaci pomoci T = —2.87 dopustime jiz dost velké nepfesnosti,
nebot f(Z) = 66.39929, zatimco f(x*) = 7.580712541.

N =10

Po N = 10 vy¢islenich ziskaime ILM I5 = [—1.1125, —0.48], apriorni odhad chyby &y =
0.31625, aproximaci bodu minima T = —0.79625 a skute¢nou chybu |7 — z*| = 0.232189.
Funkéni hodnota v nalezené aproximaci je f(7) = 7.87673.

Pridanim Sesti dalsich bodu vy¢isleni se tedy zmensila skuteéna chyba |[T—z*| 0 1.609372
(z puvodni hodnoty 1.841561 na 0.232189) a funkéni hodnota f(Z) = 7.87673 se vyrazné
priblizila funkéni hodnoté ve skuteéném minimu f(z*) = 7.580712541.

To, Ze se pridanim pouhych Sesti vyéisleni hodnota f(Z) hodné zpfesnila, je ddno prud-
kym sklonem funkce f a volbou vychoziho ILM I, = [—10,9]. Stied tohoto intervalu, bod

5
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so = —0.5, a také oba body \; = sp—d = —0.5—0.02 = —0.52 a 1y = sp+6 = —0.5+0.02 =
—0.48 lezi v pravém okoli bodu minima z* = —1.0284390691, kde je funkce f rostouci, tj.

f(A\1) < f(p1), a proto se hned v prvnim kroku interval Iy = [—10,9] zkrati zprava na
I = [—10, 1] = [—10, —0.48]. Stied tohoto intervalu je hodné vychyleny od bodu skutec-
ného minima z* = —1.0284390691, takZe se nésledujicimi vy¢islenimi pfiblizujeme k bodu

x* pouze zleva, kde funkce f strmé klesa.
V dalsim lze ocekavat, Ze ani pridanim velkého poctu vycisleni se aproximace T ani
funkéni hodnota f(Z) dramaticky ménit nebudou.

N =20

Po N = 20 vy¢islenich obdrzime ILM I = [—1.056953125, —0.9984375], apriorni od-
had chyby ¢, = 0.0292578125, aproximaci bodu minima z = —1.0276953125 a skutec-
nou chybu |7 — z*| = 0.000743756583277966. Funkéni hodnota v nalezené aproximaci je
f(T) = 7.58071607448856.

Pridanim deseti dalsich bodu vy¢isleni se skute¢na chyba |T — z*| zmensila uz jen asi o
0.231445243 (z predchozi hodnoty 0.232189 na 0.000743756583277966) a funkéni hodnota
f(T) = 7.58071607448856 jiz aproximuje skute¢nou hodnotu minima f(z*) = 7.580712541
s presnosti fadové 107°.

Zatimco v prvnich péti krocich (deseti vy¢islenich) se metoda ,,vyporadavala“ s velkym
vychylenim nalevo od bodu x*, zptisobenym hned prvnim zkracenim vychoziho ILM [, =
[—10, 9] zprava, tak v Sestém kroku se uz vy¢isleni A\¢ = —0.81625, ug = —0.77625 dostala
napravo od x* = —1.0284390691. V nasledujicich krocich se diky tomu pitislusné ILM uz
zkracovaly z obou stran, coz uspokojivé vyrusilo vlivy pocateéniho vychyleni a poskytlo

malou skuteénou chybu. Pfi zvoleném [, tak bude pocet vy¢isleni N = 20 patrné (z
nami uvazovanych po¢ti vy¢isleni) idealnim kompromisem mezi piesnosti a vypocetni
naroc¢nosti.

N =50

Po N = 20 vycislenich je ILM I; = [—1.04831065416336, —1.00831008911133], apriorni
odhad chyby ¢y = 0.0200002825260162, aproximace bodu minima = = —1.02831037163734
a skute¢na chyba [T—x*| = 0.000128697445933357. Funkéni hodnota v nalezené aproximaci
je f(T) = 7.58071264755121.

Ackoli jsme pridali hned 30 bodu vy¢isleni, skute¢né chyba |Z — z*| je nyni nizsi zhruba
o zanedbatelnych 6-10~* (pfedchozi hodnota, tj. pro N = 20, byla 0.000743756583277966,
soucasna je 0.000128697445933357) a hodnota f(7) = 7.58071264755121 se od t¢ predchozi
ligf jen v fadu 107°. Od skutecné minimalni hodnoty f(z*) = 7.580712541 se nyni f(Z) lisf
az v fadu 1077

Chyba pii aproximaci funkéni hodnoty f(x*) ¢islem f(Z) je nizsi nez chyba pi¥i aproxi-
maci z* ¢islem T, protoze T lezi ve velmi blizkém okoli (stacionarniho) bodu z* a na tomto
okoli f(x) roste (resp. klesa) pomaleji nez funkce g(x) = = (resp. g(x) = —x).

6
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N =100

Vysledkem N = 100 vy¢isleni je ILM I5 = [—1.04831063492939, —1.00831063492938],
apriorni odhad chyby ¢ = 0.0200000000000084, aproximace bodu minima z = —1.02831063492938
a skute¢na chyba [T—z*| = 0.000128434153894519. Funkéni hodnota v nalezené aproximaci
je f(T) = 7.580712647118609.

V souladu s nasimi ocekdvanimi doslo i pfes zdvojnasobeni uz tak vysokého poctu

vvvvvv

‘ aproximace T ‘ skute¢né minimum z*
bod minima —1.02831063492938 | —1.0284390691
hodnota f v bodé minima 7.58071264711869 7.5807125417

Mozné stoji za povSimnuti také hodnota apriorntho odhadu chyby €3 = 0.0200000000000084
— jedné se skoro pfesné o hodnotu zvoleného ¢ = 0.02. Jednotlivych ziazeni ILM probéhlo
tolik, Ze v 50. kroku ziskame ILM, jenZz ma na kazdou stranu od svého stfedu délku témér
presné o, tj. celkovou délku méa skoro pfesné 20. To soucasné znamené, ze po néjakém
poctu kroku k& > 50 uz se pfi daném § = 0.02 aproximace T nebude moci dale zlepSovat.
Konkrétné timto k je shodou okolnosti hned k& = 51, tj. od 101. vy¢isleni dale uz se hod-
noty A;, p;,1 = 51,52,..., a krajni body piislusnych ILM neustale opakuji. K nejpfesné;jsi
aproximaci, které pro zvolené Iy a ¢ lze dosdhnout, tedy potifebujeme N = 102 vycisleni a
hodnota této aproximace je 190 = —1.02831063492938.

1.1.2 Analyza chovani metody pfii riznych vychozich intervalech
lokalizace minima

Déle budeme riizné ménit vychozi ILM a budeme sledovat, jaky maji tyto zmény vliv na
praci metody puleni intervalu.

Piesnost metody bude (kromé poctu vyéisleni) zfejmé ovlivnéna jak délkou vychoziho
ILM, tak i jeho polohou (vzhledem k bodu skute¢ného minima z*). Zaméiime se na oba
tyto vlivy.

Dopady zmén vychoziho ILM budeme zkoumat pro poé¢ty vycisleni N € {4, 10, 20, 50, 100},
s nimiZ jsme uz pracovali v pfedchozim odstavci (abychom méli srovnéani). Hodnotu § =
0.02 ponechame.

Zmény délky vychoziho ILM

Prvni, co se nabizi, je zkratit vychozi ILM I, = [—10,9] z pfedchoziho odstavce napf.
na polovinu (beze zmény relativni polohy). Délka Iy je 19, tudiZ z obou stran interval I
zkratime o ¥ = 4.75. Ziskame tak I} = [—5.25,4.25].

Dosadime-li do vztahu pro délku ILM po N = 2k vy¢&islenich (Iy = %%+ %5) zab—a

vyraz %(b — a), dostaneme pro délku ILM po N vy¢islenich s polovi¢nim vychozim ILM
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1L = Qbk_—fl + %(5 . Z tohoto vztahu je vidét, ze pro malé pocty kroku k (resp. malé pocty
vycisleni N) pfinese polovi¢ni vychozi ILM podstatné zpfesnéni — diky vyrazné kratsimu
ILM po N vy¢islenich jsou pravdépodobné presnéjsi aproximace . Nicméné pro velka k
je (v pripadé Ly i l}) délka ILM po N = 2k vy¢&islenich uréena spiSe druhym séitancem
(ktery je v obou piipadech stejny); prvni s¢itanec pro velka k jde k nule.

Oc¢ekavame proto, ze pro mala N bude vychozi ILM I} = [-5.25,4.25] poskytovat
vyrazné zpiesnéni pii hledani bodu minima z*, pro velka N by rozdily mezi pouzitim I a
I} mély zanikat. Zda tomu tak ve skutecnosti je, ukazuji nasledujici tabulky (pro srovnéani
pfipominame, ze x* = —1.0284390691).

N=4 T | |7 — o]
Iy = [-10,9] —2.87 1.84156093091672
I} =[-5.25,4.25] | —1.6825 | 0.654060927394754

N =10 T ||z — 27|
Iy = [-10,9] —0.79625 | 0.232189069083278
I} = [-5.25,4.25] | —0.9434375 | 0.0850015726052457

N =20 T | |7 — 27
Iy = [—10,9] —1.0276953125 | 0.000743756583277966
I} = [—5.25,4.25] | —1.031201171875 | 0.00276209926975413

N =50 T |T — x|

Iy = [—10,9]
I} = [~5.25,4.25)

N =100

—1.02831037163734
—1.02831068485975

X

0.000128697445933357
0.000128387745493397

T — 7]

Iy = [_107 9}
I} = [~5.25,4.25]

—1.02831063492938
—1.02831063492938

0.000128434153894519
0.000128437675866788

Vysledky tedy jsou v souladu s tim, co jsme ¢ekali. V nékterych piipadech (napi. N = 20)
je dokonce vySsi presnosti dosazeno pii dvakrat Sirsim vychozim ILM I, coz nazorné po-
tvrzuje, ze presnost pii konkrétnim poctu vycisleni neni predurcena pouze §ifkou vychoziho
ILM.

Déleni délky vychoziho ILM I jinymi ¢isly by vedlo na podobnou analyzu a zkraco-
vani Iy z ruznych stran o ruzné hodnoty vede na otézku relativni polohy vychoziho ILM
vzhledem k bodu minima.

—16/38—



Zmény polohy vychoziho ILM vzhledem k bodu minima x*

V predchozim odstavci jsme narazili na problém, Ze se stfed intervalu Iy = [—10,9] trefil
blizko bodu skute¢ného minima x*, coz bylo pri¢inou velkého vychyleni stfedu nasleduji-
ctho ILM od bodu z* a toto vychyleni (pii malém poctu vycisleni N) vedlo k nepiesné
aproximaci T.

Prirozené tak vznika otézka, jakd poloha na ¢iselné ose vychoziho ILM dané délky pii
daném poctu vycisleni a daném 6 = 0.02 je u metody puleni intervalu vyhodna.

Zname-li bod skute¢ného minima x* (coz v praxi prili§ nedava smysl), lze stanovit
sidealni* polohu vychoziho ILM (pfi jeho dané délce, daném N = 2k a 0) ,,zpétne”.

V takovém piipadé totiz vime, ze posledni ILM musi byt tvaru [x*— %N, 95*—&—%] Mizeme
si stanovit, ze napt. levy krajni bod tohoto intervalu bude zaroven levym krajnim bodem
vychoziho ILM, tj. Ze se po celou dobu jednotlivé ILM budou zkracovat zprava. Pak uz si
sta¢i jen uvédomit, Ze pohybujeme-li se napravo od z*, plati vzdy f(Ax) < f(u), a tak
dojdeme k algoritmu, ktery bychom mohli popsat zhruba takto:

o s 1= 1" (si je stfed ILM v k-tém, tj. poslednim kroku)

=

l l
ILMy = [, — &, s, + &)

o Sk_lz(Sk‘f—l?N)—(S

ILM 1 = la, sk—1+ (sg-1 — a)] = [a, 2551 — a

® Sp_o =81+ (Sk—l —CL) —0= 28k_1 —a—90

ILMy 5 = [a, sSk—2 + (Sk—2 — a)] = [a, 255—2 — a] = [a, 2(284p-1 —a — 0) —a] =
la, 45,1 — 3a — 20] atd.

Takto dojdeme k rekurentnim vztahtim (m € Z, 0 < m < k):
Skom = 2" s — (2" = Da— (2" =1)8 = 2" (sp+ ) =] — (2™ = 1)a— (2™ = 1)8

ILMj_p, = [a, 2"s1— (2™ —1)a— (2" —2)8] = [a, 2™[(sp+ %) —0]— (2" —1)a— (2" —2)d].

Vratime-li se ale k otézce, jak nejlépe umistit napt. vychozi ILM délky 19 pro N = 4
vycisleni a 0 = 0.02, zname-li z* = 1.028490691, tak uvedené vztahy samoziejmé pouzivat
nemusime a staci polozit a := sy — %4 = -3.418490691 a b := a + 19, dostaneme I LM, =
[—3.418490691, 15.58150931].

Uz bylo naznaceno, Ze provedena analyza v praxi nejspiS neni pfiliS uzitecna, pro-
toZze bod x* byva pravé tim, co nezname (a chceme odhadnout). V nasi situaci bod x*
ovSsem zname, takze nam kratké zamysleni nad zpétnym hleddnim idedlniho vychoziho
ILM (véetné jeho naslednych ILM) pfislo zajimavéjsi nez ndhodné zkouseni.
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1.2 Metoda zlatého rezu

1.2.1 Analyza chovani metody pri rtiznych hodnotach poctu vy-
¢isleni

V pripadé metody zlatého fezu analyzu pojmeme o néco stru¢néji a vyuzijeme toho, ze
jiz mame néjaké vysledky z analyzy metody pileni intervalu. Zaméiime se proto spise na
srovnavani metody zlatého fezu a metody piileni intervalu.

Z tohoto divodu budeme opét uvazovat hodnoty po¢tu vyécisleni N € {4, 10, 20, 50, 100},
vychozi ILM [y = [—10,9] a (v pfipadé metody ptileni intervalu) § = 0.02.

Znovu se kratce zamysleme nad tim, co mtuzeme ocekavat. U metody zlatého fezu je
deélka ILM po k-tém kroku (tj. po k+1 vy¢cislenich) [, = i—o,c, kde [y je délka vychoziho ILM Ij.

Pro rychlost konvergence zde tedy mame: limg_, l’“l—zl = limy_ oo TF—
Tk

0.618. U metody piileni intervalu takto univerzalné rychlost konvergence urcit nemuizeme,

nebot pro k — oo délky ILM konverguji k ¢islu 0 a uvedena limita by vysla 1. Pro pocty

vycisleni, které uvazujeme, vSak velmi snadno nahlédneme, 7Ze kazdy néasledujici ILM je

oproti predchozimu (pii dostateéné malém 0) zhruba poloviéni, takze rychlost konvergence

je = 0.5. Mohlo by se tak zdat, Ze hledani minima metodou ptleni intervalu je rychlejsi nez

— T 1 1 o
= limy 0o s = 7 &

hledani minima metodou zlatého Fezu, oviem musime vzit v potaz, Ze zatimco metodou
pileni intervalu pro N = 2k vycisleni obdrzime pravé k = % ILM, metoda zlatého fezu
poskytne (kromé prvniho kroku) s kazdym novym vyéislenim novy ILM, tudiz pro N
vycisleni ziskdAme hned N — 1 ILM. Krom toho u metody zlatého fezu neni maximalni
dosazitelna presnost limitovana ¢islem §.

Diky tomu ocekavame, Ze vysledky dosaZzené metodou zlatého fezu budou presnéjsi.
Srovnani vysledkd metody zlatého fezu s (jiz ziskanymi) vysledky metody ptileni intervalu
uvadime v nasledujicich tabulkich (pfipominame, ze Iy = [—10,9], * = 1.028490691,
f(z*) = 7.5807125417 a u MPI je 6 = 0.02).

N=4 MZR MPI

T —0.499999999999999 —2.87

|z — a*| 0.528439069083279 1.84156093091672
f(@) 8.83775512860841 66.3992900527094
posledni ILM | [—2.742645786248, 1.742645786248) [—5.26, —0.48]

Vidime, ze i pro nizké N = 4, kdy metodou zlatého fezu ziskame oproti MPI jen o jeden
ILM navic, uz MZR poskytuje znatelné presnéjsi vysledky.

Pii takto nizkych poctech vycisleni jsou jesté (absolutni) délky, o které se ILM zkracuji,
dost velké, takze i jedno zkraceni navic znamené podstatné zpresnéni a uvedené srovnéani
tak neni prilis prekvapivé.

10
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N =10 MZR MPI

T —0.999913464864143 —0.79625

T — z*| 0.0285256042191355 0.232189069083278
f(@) 7.5807125417 7.87673131607973
posledni ILM | [—1.12489183108018, —0.874935098648107] | [—1.1125, —0.48]

Pro N = 10 vy¢isleni nam MZR da uz o ¢tyti ILM vice nez MPI a pTesnéjsi aproximace
pomoci MZR je opét zcela v souladu s oc¢ekdvanim.

~

N =20 MZR MPI1

T —1.02840070355957 —1.0276953125

|T — a* 3.83655237110592e — 05 0.000743756583277966
f(@) 7.58071255113656 7.58071607448856

posledni ILM

[—1.02941685500799, —1.02738455211114]

[—1.056953125, —0.9984375]

P1i poctu vycisleni N = 20 sice MPI zaznamenala velky skok v pfesnosti oproti predcho-

zimu N = 10, ale presnost dosazena pomoci MZR je opét vyssi.

Dokonce uz pii tomto poctu vycisleni je metodou zlatého fezu dosazeno lepsi presnosti,

nez jaké je metodou pileni intervalu vibec dosazitelna (pti daném § a Ip).

N =50 MZR MPI
T —1.02843906363071 —1.02831037163734

|z — z*| 5.45256639838954¢ — 09 0.000128697445933357
f(@) 7.58071254173211 7.58071264755121

posledni ILM

[—1.02843906417688, —1.02843906308454]

[—1.04831065416336, —1.00831008911133]

V dusledku vysokého poctu vycisleni N = 50 uz u MPI nedochazi k velkym zpresnénim,
ponévadz posledni ILM mé nyni délku témér 26 a jednotlivé ILM uz ,se nemaji kam
zkracovat®. Naproti tomu u MZR skute¢na chyba aproximace klesla Fadové na 5 - 1077,
takze uz je naprosto zanedbatelna.

N = 100 MZR MPI

T —1.0284390632925 —1.02831063492938

|z — z*| 5.79078052176385¢ — 09 0.000128434153894519

f(@) 7.58071254173211 7.58071264711869

posledni ILM | [—1.0284390632925, —1.0284390632925] | [—1.04831063492939, —1.00831063492938]

Pro N = 100 uz MPI v podstaté ,narazila na své limity presnosti®, jak jsme diskutovali
drive, a MZR ,harazila na limity* vypocetni presnosti systému MATLAB, takze se vysledky
v obou pripadech skoro nezménily.

Pocinaje 75. ILM totiz u MZR splynuly levy a pravy krajni bod posledniho ILM a
dalsiho zpfesnéni tak nelze dosdhnout (bez piipadnych uprav nastaveni systému MATLAB,
do kterych jsme se nechtéli poustét).

11
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1.2.2 Analyza chovani metody pfi riznych vychozich intervalech

lokalizace minima

Na zavér kapitoly pro odlehéeni vyzkousime, jaka aproximace T bude dosazena pro vychozi

ILM, jejichz krajni body jsou ¢isla, kterym se pfisuzuje z ruznych divodu zvlastni vyznam.

Opét srovname obé metody; jako pocet vycisleni zvolime (pro v8echny piipady) napf.
N = 20, at se pokud mozno vyhneme ,,patologickym“ jevim. U MPI bude znovu § = 0.02.

Iy =[—e, 7] MZR MPI
T —1.02854639945572 —1.03018303892649
|7 — 2| 0.000107327664302437 0.00174396713507585
f(@) 7.58071261534158 7.58073199638867

posledni ILM

[—1.02885979524217, —1.02823300366927]

[—1.05302477451343, —1.00734130333955]

Vychozi ILM, majici jako krajni body nejznaméjsi matematické konstanty, znovu piinesl

vysSi pfesnost v piipadé MZR. Presto bychom u MZR asi ¢ekali presnéjsi vysledek, protoze

pro mnohem §irsi I, =

chyby) fadové asi 4 - 107°.

[—10,9] dosahla v predchozim MZR pro N = 20 pfesnosti (resp.

Io =[—¢, ¢ MZR MPI

T —1.02840368399006 —1.02842226424431

|7 — 2| 3.53854416286215¢ — 05 1.68051873727926¢ — 05
f(@) 7.58071254973216 7.58071254353649

posledni ILM

[—1.02857675426177, —1.02823061371835]

[—1.04998284431145, —1.00686168417718]

,Hezky“ vychozi ILM symetricky kolem nuly, jenz ma délku dvojnésobku zlatého fezu,
,paradoxné* vysel v neprospéch metody zlatého fezu, coz se nam dosud nestalo (ackoli

rozdil v pfesnosti obou metod je minimalni).

Iy =[—666, 13] MZR MPI
T —1.03675476692745 —1.2755078125

|7 — x| 0.00831569717320879 0.247068742745762
f(@) 7.58115673754269 8.03635937956143

posledni ILM

[—1.07306881079478, —1.00044072306011]

[—1.62703125, —0.923984374999999

wZaklety“ Iy = [—666, 13] kupodivu nedal tak nestastné vysledky, jak by se vzhledem k
jeho sifce a ,,vychylenosti“ dalo ¢ekat. Zejména MZR se diky vysSsimu poc¢tu dostupnych
ILM celkem solidné priblizila bodu skute¢ného minima z* = 1.028490691.

12
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I =[-7,69] MZR MPI

T —1.02638557966148 —1.00853515625
|T — x| 0.00205348885284229 0.0199039122643225
f(@) 7.58073944912128 7.58321160260756

posledni ILM | [—1.03045018545517, —1.02232097386779] | [—1.065625, —0.9514453125]

A nakonec ,Stastny* vychozi ILM, u néhoz — jak byva zvykem — dala presnéjsi vysledky
MZR.

I kdy7 je Iy = [—7,69] o dost uzsi nez predchozi Iy = [—666, 13|, dosazené presnost se
zas tak podstatné nelisi. Chovani metod je pro takto velkd N z velké miry nepredvidatelné.

13
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Analyza numerickych metéd pre funkciu
viacerych premennych

Zakladné informacie
V tejto Casti sa zameriame na analyzu numerickych metod pre funkciu
fla,y) = cos(w) +y* +y".

Na dalsej strane je tato funkcia z roznych pohladov spolu s grafom znézoriujacim vrs-
tevnice funkcie. ,,Presné“ minimum funkcia nadobuda v bode [2*,y*] = [(2k — 1), 0] pre
k € Z. Hodnota tohto minima je f(z*,y*) = —1 = f* = inf|, jjcr> f(2).

Metody, ktorymi budeme skiimat tito funkciu st metdéda najvacsieho spadu a me-
téda zdruzenych gradientov.

14
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PohFad na rovinu xz PohFad na rovinu yz

PohFad na rovinu xy PohFad v R*3

Obrézek 1.2: Graf funkcie f(x,y) = cos(z) + y? + y*

15
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Obrazek 1.3: Vrstevnice funkcie f(z,y) = cos(z) + y? + y*

1.3 Metbdda najvacsieho spadu

1.3.1 Teobria

V tejto Casti sa zameriame na analyzu metody najvacsieho spadu. Ide o metodu 1. radu,
ktora je zalozena na vytvoreni minimalizujtcej postupnosti {z*} (ide o spadovii metodu),
kde jednotlivé ¢leny pocitame ako

ol = g lf 4 ohy.

Smer k-teho kroku uréime ako
hi, = —grad f(z").

Ide teda o gradientni metodu.
Dizku k-teho kroku uré¢ime na zéaklade presnej minimalizécie

Fa . grad J(e) = min 7 — o grad £,
Tento postup si ukdZeme pre nasu funkciu f(z,y) = cos(x) + 3? + y* a podiato¢nt
aproximaciu 1% = [r,1] :
16
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grad f(z,y) = <2_y$?gg> :

ho = —grad f(z[%) = — (_ Sig(ﬁ)> = (_06) :
f(@ + ahg) = f(r,1 - 6a)

—1+ (1 —-6a)®+ (1 —6a)" — min

a>0
derivaciou podla « ziskame
(1 —6a)-(—12 —24(1 — 6a)?) = 0.
Riesenim je oo =

1

6.
m_ (7 1 0\ (m o tento bod e ori bod rmini 0) = —1
2 = ) +5- )= 1o , pri¢om tento bod je priamo bod minima f(7,0) = —1.

Na nasledujicom obrazku vidime grafické znazornenie.

Obréazek 1.4: Grafické znézornenie MNS pre pociatoény bod [, 1]
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1.3.2 Analyza metdédy pri roznych hodnotach pociato¢nej aproxi-

macie

V tejto Casti sa pozrieme na to, ako sa metdéda najvacsieho spadu sprava pre rozne po-

¢latofné body. Ako ukoncovacie kritérium pre porovnanie jednotlivych bodov si zvolime

|f (2t — f(2F)| < ¢, kde e = 0.001.

Bod [0.1,0.1]
pocet iteracii (n) | bod minima 2! funkéna hodnota f(z™) | | f(z™) — f*|
1 0.1690128036, —0.0410210369] 0.9874368599 1.98743686

[
5 [2.989936858, —0.0368663233] -0.9871613106 0.0128386894
7 (e) [3.130529833, —0.00270686397] -0.9999314804 6.85196 x 10~°
10 [3.141463117,0.0001323478754] -0.9999999741 2.59 x 1078
13 [3.141588471, —0.00000102342862] | -1 0

Tato tabulka zachytéva niekolko bodov minimalizujtcej postupnosti, funkéné hodnoty v
tychto bodoch a rozdiel tejto funkénej hodnoty oproti hodnote nasej tlohy. Konkrétne
v 13.iteracii dospievame do bodu, v ktorom je funkénéd hodnota rovna -1, ¢ize hodnote

tlohy (aj na zaklade zaokruhlovacich chyb). Na splnenie nasho ukoncovacieho kritéria je
potrebnych 7.iteracii.

[y
Y

Obrézek 1.5: Grafické znazornenie MNS pre pociatocny bod [0.1,0.1]
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Bod [3.5,0.2]

pocet iteracii (n)

bod minima z™

funkéné hodnota f (:E[”] )

|f (") — /7]

1

[3.289392237, —0.0593697378|

-0.9855603203

0.0144396797

4 (e) [3.146145970, 0.002803718632] -0.9999817728 1.82272 x 107°
) [3.143304884, —0.000695163115] | -0.9999980508 1.9492 x 1076
10 [3.141598221,0.00000342799357] | -1 0
0.z
nz
01
X 0
-0.1
-0.2
-0z
Obrazek 1.6: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [3.5,0.2]
Bod [3.2,0.1]
pocet iteracii (n) | bod minima 2! funkéna hodnota f(x™) | | f(2!) — f*|

1

[3.170213671, —0.0040942237]

-0.9995736836

4.263164 x 1074

2 (¢)

3.143606773,0.003519280466]

-0.9999855862

1.44138 x 107°

5

-0.9999999995

5 x 10710

6

[
[3.141625350, —0.0000046780440]
[3.141594954, 0.000004019753136]

1

0
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0.10

0.05

-0.05

-0.10

Obrazek 1.7: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [3.2,0.1]

Bod [2.5, —0.5]

pocet iteracii (n) | bod minima 2!

funk¢éné hodnota f (a:["})

|f (") — /7]

1

[2.730880636,0.0786751447]

-0.9106086817

0.0893913183

4 (e) [3.138664285, —0.003669701672] | -0.9999822454 1.77546 x 107°
5 [3.140236378,0.000270564286] -0.9999990071 9.929 x 1077
9 [3.141588412,8.4606731 x 1077 | -1 0

2

0.6

0.4

0 N

2.5
-0.2

-0.4

-0.6

X

%

35 4

Obrazek 1.8: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [2.5, —0.5]
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Bod [1.5,0.5]

pocet iteracii (n) | bod minima 2! funkéna hodnota f(2) [ | f(z!") — f*|
1 [2.008240241, —0.2642748801] -0.3489064461 0.6510935539
5) [3.124961325, —0.00554259140)] -0.9998303154 1.696846 x 10~4
6 (e) [3.137679941, 0.002941845463] -0.9999836907 1.63093 x 10~°
10 [3.141556527,0.00002716313187] -0.9999999986 1.4 x 107
12 [3.141589182, —0.000002610062399] | -1 0
0.8
0.6
0.4
0.2
X 0
-0.2 ®
-0.4
-0.6
-0.8
Obrazek 1.9: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [1.5,0.5]
Bod [0.5, —0.5]
pocet iteracii (n) | bod minima 2! funkéna hodnota f(2) [ | f(z!™) — f*|

1

[0.6917520783,0.0999432535]

0.7802179959

1.780217996

5 [3.127175990, 0.00230380136] -0.9998907742 1.092258 x 10~*
6 (€) [3.140369704, —0.001913134278] -0.9999955921 4.4079 x 1076
10 [3.141590662, —0.000003115015096] | -1 0
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Obrazek 1.10: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [0.5, —0.5]

Bod [0.01, 0.01]

pocet iteracii (n)

bod minima z™

funkénéa hodnota f (x[”])

|f (@) — ]

1

0.01714034889, —0.00428379198|

0.9998714590

1.999871459

[
5 [2.896530382, —0.0602046099] -0.9664844859 0.0335155141
8 (€) [3.138497576, 0.003095684120] -0.9999856269 1.43731 x 107°
10 [3.141363439, 0.0002292643358] -0.9999999211 7.89 x 1078
13 [3.141585109, —0.00000188573662] | -1 0

Obrazek 1.11: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [0.01,0.01]
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Bod [0.001,0.001]

pocet iteracii (n) | bod minima 2! funkéna hodnota f(2) [ | f(z!") — f*|
1 [0.001714283205, —0.000428569505] | 0.9999987143 1.9999987143
) [2.884356602, —0.0630995246] -0.9630994406 0.0369005594
8 (¢) [3.138334523, 0.003258062876] -0.9999840772 1.59228 x 1075
10 [3.141351305, 0.0002413487012] -0.9999999127 8.73 x 1078
13 [3.141584738, —0.00000198639614] | -1 0
1
0.5

-0.5

-1

Obrazek 1.12: Grafické znazornenie MNS pre pociatoény bod [0.001, 0.001]

Bod [0, 1]

V tomto bode metoda zlyhava, preto si ukdzeme postup vypoctu.

Smer 1.kroku hg = — <_ Siél(o)> = <—06)
f(@ 4 ahg) = £(0,1 - 6a)

1+ (1-6a)*+ (1 —6a)" — min

a>0
Po zderivovani a polozeni = 0 zistime, ze dlzka kroku je ag = %. Dalsi bod minimalizujice;j

1 6
tomto bode je f(0,0) = 1. Po¢itajme d'alej smer nasledujiceho kroku:

postupnosti je teda z!! = zI% 4+ aphy = <O> + % . <_O ) = [0,0] a hodnota funkcie v

hy = — (_ sin(0) = 0 . Ide teda o stacionérny bod, ale jedna sa o lokdlne maximum

0 0

tejto funkcie. Metoda tento bod vyhodnoti ako minimum a dalej sa uz z 0 neodrazi.
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Bod Pocet iteracii (¢) | Pocet iteracii (f(2") = —1)
(7. 1] 1 1
0.1,0.1] 7 13
3.5,0.2] 4 10
3.2,0.1] 2 6
2.5,-0.5] |4 9
[1.5,0.5] 6 12
0.5,-05 |6 10
0.01,001] |8 13
[0.001,0.001] | 8 13

[0, 1] zlyhava zlyhava

Tabulka obsahuje zhrnutie skimanych bodov. V 2.stlpci sa nachadza pocet iteracii
potrebnych na splnenie ukon¢ovacieho kritéria a v 3. stlpci je pocet iteracii potrebnych
na to, aby bola hodnota v danom bode zaokruhlen4 na skuto¢nt hodnotu minima — —1.

Vidime, Ze len v pripade, ked sa nachéadzame priamo nad, resp. pod bodom minima, tj.
[2*,y*] = [(2k —1)7,0] pre k € Z, metoda dospeje do tohto minima hned v 1. iteracii. Cim
viac sa vzdaluje od bodu minima na obe strany, tym je metdoda pomalsia, ale sprava sa
Standardne. Vynimkou st body, ktorych z-ovéa stradnica ma tvar 2k pre k € Z. V tychto
bodoch metoda zlyhava, kedze v 1.iteracii dospeje do bodu [2km, 0], vyhodnoti tento bod
ako minimum a dalej nepokracuje. Tieto body st ale bodmi lokédlneho maxima.

Pre body v blizkosti bodov lokdlneho maxima plati, Ze metoéda skonci na zaklade ukonco-
vacieho kritéria po 6-8 iteraciach s tym, ze rozdiel hodnoty funkcie v spoc¢itanych bodoch a
skutoénej hodnoty minima (| f(z™) — f*|) je rddovo priblizne 1 x 10~°. Metéda najvicsieho
spadu je teda velmi pomalou metodou.

1.4 Metbéda zdruzenych gradientov

1.4.1 Teodria
f(z,y) = cos(z) + y* + y* = min

Aplikovanie metody zdruzenych gradientov pre nekvadraticka funkciu je rovnaké ako pre
kvadraticka funkciu, no s odlinou volbou B;. Postupnost g := grad f(z!*) nemusi kon-
vergovat v n-krokoch, ale pokial st splnené predpoklady:

feC' naR" azl% € R™ také, 7e je mnozina {z € R" | f(z) < f(z/?)} ohranic¢ena

MSG sa moze po n-krokoch restartovat. Co znamend, ze zoberieme za nové z!!) vysledok
MSG s cyklom dlzky n a nasledne z[? je vysledkom daldieho cyklu s podiatoénym bodom
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21 atd. Dosledkom restartu je rychlejsia konvergencia.

Teoreticky postup pri vypoéte jednotlivych krokov: MSG uréuje bod z**1 pomocou mini-
malizacie funkcie f v smere vektoru hy

k
2B = M by = 20 4 Z aih;
i=0

Platia vztahy

ho = —go = —grad f(x'%); hy = —gi + Br1he1 = —grad f(a®) + Br_1hy

k
g = 2] by = 20 4 Z a;h;
=0
_h;fgmd f ()
hi Hyihy,

Q. =

kde Hj, je Hessian v bode z¥.
Pouzité znacenie z¥ = [7; 7]

V nasom konkrétnom priklade plati:

fo = —sin(x); f, = 2y + 4°

grad M = (_Sm(j))

27 + 43

H () = <_co(f(f) 2+012g2)

VoIba f; mé narozdiel od kvadratické funkcie viacero moznosti:

PR 9k9k grr . (9 on1) gk

b g}ilgm b ggf1gk71
HS#1 . (gk - gk—1>Tgk HS#2 (gk - 9k-1)T9k:
T ke —ae) T g gk — 9k)

1.4.2 Analyza chovania metédy pri réznych hodnotach pociatoc-
ného bodu

Zvolena funkcia
fx,y) = cos(x) + v +y'
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nemé v R” jedno globélne minimum. Mnozina bodov {[z*, y*] = [(2k — 1)7, 0]} pre k € Z,
ktoré nadobudaju hodnotu minima f(z*,y*) = —1, je neobmedzena.

Zameriame sa na analyzu chovania metddy pri roznych pociatoénych hodnotach na ob-
medzenej mnozine M lokalizacie minima

M = {[z,y] x € [0;6]; y € [-5; 5]}

Tato mnoZina obsahuje prave jedno minimum a to v bode [, 0]

Bod [0,y

VoIbu poéiatoénej hodnoty z-ovej stradnice 0 sposobuje zlyhanie metody. Metoda po prvej
iteracii prehlasi najdenie minima v bode [0; 0] s hodnotou funkcie 7 = 1 a dalej v iteraciach
nepokracuje. Hodnota gradientu v bode [0;0] je (0,0), preto je tento bod povazovany za
minimum a metoda skonci.

Vybrané body s rychlou konvergenciou

Vyber niektorych pociatocnych bodov z[% z mnoziny M, pre ktoré je nutny pocet iteracii
pre najdenie minima nizky, pretoze MSG konverguje velmi rychlo. Pri pouziti resetu
sa rychlost konvergencie nezmeni alebo sa este zvysi. Dovodom je pociatoény nizky pocet
nutnych iteracii.

x0l pocet iteracii bez resetu | pocet iteracii s resetom
70 = [6:5 3 3
7% =1[6;,-5] |3 3
20 = [3;1] 4 3
7% = [1; 3] 4 3
7% =050 |1 1
7% =1[0.5;5] |3 3
7% = [0.05;5] |2 2
7% =[0.005; 5] | 2 2

Na obrazku 1.13 je graficky znazornena MSG pre pociatocny bod [1,3] bez resetu f.

Bod [0.5,0.5]

Pri pociatoénom bode z[% = [0.5,0.5] je pekne vidiet zmenu rychlosti konvergencie pri
pouziti metody s a bez resetu 3
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-3
Obrazek 1.13: Grafické znazornenie MSG pre poc¢iatocny bod [1,3] bez resetu g3
.

5 0.5

0

0.5

Obrazek 1.14: Grafické znazornenie MSG pre pociatocny bod [0.5,0.5] bez resetu

x[0) pocet iteracii | T |T — |

2% = [0.5;0.5] | 5 —0.9886965275 | 1.1303472521072
2% = [0.5;0.5] | 10 —0.9998901505 | 1.098495210~*
2% = [0.5;0.5] | 20 —0.9999999721 | 2.7921078

2% = [0.5;0.5] | 27 -1 0

2% =[0.5;0.5] | 6 s resetom 3 | —1 0

7 tabulky je zjavné, Ze pri pouziti resetu 8 sa konvergencia metody viacnasobne zvysi.
Graficky znazornené itera¢né kroky je vidno na obrazku 1.14 a 1.15.

Bod [0.05, 0.005]

x[0) pocet itercii | T |T — x*|
2% =10.05;0.005] | 5 —0, 1516818598 0, 8483181402
2% = [0.05;0.005] | 10 —0.9979485357 (2% lezi mimo def. obor) | 2.05146432107>
2% = [0.05; 0.005] | 20 —0.9996927007 (2% lezi mimo def. obor) | 3.072993210~*
2% = [0.05;0.005] | 50 —0.9999991770 (2% lezi mimo def. obor) | 8.2321077
2% = [0.05;0.005] | 6 s resetom 3 | —1 0
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T

Obrazek 1.16: Grafické znazornenie MSG pre pociatocny bod [0.05;0.005] bez resetu 3

Pre podiatocny bod [0.05;0.005] a pocet iteracii 50 su graficky znézornené kroky na ob-
razku 1.16. Chyba aproximacie je sice nizka 8,23210~7 avsak lokalizacia minima je v bode
[—3.141590818; —0.00090719658453], ¢o je sice minimum predpisanej funkcie f pre volbu
k = 0, ale je mimo nami definovani mnozinu hodnot M. MSG opusti mnozinu lokalizacie
minima v 4.iterécii, potom sa do mnoziny vrati v 5. a opat mnozinu opusti. Takto sa vracia
tam a spat a limitne smeruje k minimu v bode [—m,0]. Pokial resetujeme parameter £,
tak metoda najde minimum uz v 6. iteracii a jedna sa o minimum v mnozine M. Grafické
znézornenie na obrazku 1.17.

Bod [0.005, 0.005]

Pre poéiatoény bod [0.005;0.005] MSG zlyhéva, pretoze nekonverguje v cykle dizky n.
Graficky znazornené na obrazku 1.18. S resetom (3 je metdda Gc¢inné a najde minimum uz
v 6. iteracii. Grafické znézornenie na obrazku 1.19.

0.5+ /\
. . e .

T T 1
2 4 5 6

~0.5

Obrazek 1.17: Grafické znazornenie MSG pre poc¢iatocny bod [0.05;0.005] s resetom /3
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Obréazek 1.18: Grafické znézornenie MSG pre pociatocny bod [0.005;0.005] bez resetu [

-0.5

-1

Obréazek 1.19: Grafické znazornenie MSG pre pociato¢ny bod [0.005;0.005] s resetom /3

Vseobecne neviem urcit chybné spréavanie metody na urcitom intervale. Nejednoznacnost
konvergencie alebo zmena mnoziny konvergencie nastéva v d-okoli (| § |> 0) mnoziny bodov
{[z.y] = [2km; O] k € Z}

Existuji 3 scenare pre vybrané pociatoéné body:

1. MSG so zvolenym pociatoénym bodom konverguje na vybranom intervale lokalizacie
minima

2. MSG so zvolenym pociatocnym bodom konverguje k bodu, ktory ale nie je v intervale
lokalizacie minima. MSG s resetom [ urychli konvergenciu, avsak minimum stale nemusi
patrit do intervale lokalizacie minima.

3. MSG so zvolenym podiatoénym bodom nekonverguje v cykle dizky n. Ale MSG s
resetom [ upravi konvergenciu a funkcia s rovnakym pociatoé¢nym bodom konverguje.

V niz8ie uvedenej tabulke je ilustrované konvergencie metddy k bodu minima bez resetu 3 v

porovnani s konvergenciou s resetom [ pre par vybranych pociatoénych bodov. Metoda sa
sprava podla vySsie uvedeného scenara ¢.2, t.j. po resete nastava zmena lokalizacie minima.
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bod minima bez resetu S | bod minima po resete 3
=0 7. 0]
(37, O] [7,0]
[—3m7, 0] [7,0]
[—97, 0] [7,0]
(37, 0] [7,0]
[—77,0] [7,0]
[—97, 0] [—7, 0]
(37, 0] [7,0]
(57, 0] [7,0]
[—117,0] [—7, 0]
(77, 0] (37, 0]
[137, 0] [, 0]
(37, 0] [7,0]
97, 0] (57, 0]
~7.0 =70
[3#,0] [7,0]
[ P ] [—71',0]
7,0 7,0
[—5, 0] [—57, 0]
[ 7T70] [—71’,0]
[ 7T70] [—71',0]
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