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Uvon

Cum enim Mundi universi fabrica sit perfectissima
atque a Creatore sapientissimo absoluta, nihil
omnino in mundo contingit, in quo non maximi mi-
nimive ratio quaepiam eluceat.

[lelikoz usporéddani vesmiru je na nejvjse dokonalé
a ve skute¢nosti dilem nejmoudrejsiho Stvofitele,
neexistuje ve vesmiru zhola nic, z ¢eho by nevyza-
foval néjaky princip maxima nebo minima./

Leonhard Euler (1707-1783)

Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro-
prietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimet-
rici lattissimo sensu accepti (1744; viz Additamentum 1
[str. 245/ dostupné na adrese goo.gl/9u4An2)

Obrazek prevzat z goo.gl/TBdxET
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ZAKLADNI VYMEZENI

Obecnou optimalizaéni tlohou mlzeme rozumét problém nalezeni takového bodu

ru

v dané (pripustné) mnozing, ze v ném dané ,ulelové zobrazen(" prifazujict prvkim
pripustné mnoziny hodnoty z R nabgva v jistém smyslu optima (max./min.), tj. tlohu

F(x) — opt, xe€X.
Regenim této ulohy rozumime prvek x* € X takovy, Ze
X* € argoptyex F(X) :=={x € X| F(x) > F(y) pro vSechna y € X}.

V nékterych pripadech ovSem nent nutné (nebo mozné) takovy bod X* najit a misto
toho se spokojime pouze s nalezenim optimalni hodnoty tcelového zobrazeni, tj. ¢islo

F* := optyexF(X).

Takto formulované optimaliza¢ni Ulohy mizeme podle charakteru nezndmgch velicin
rozdélit do dvou skupin:
e funkéni optimalizace (~ variaént pocet)

e parametrické optimalizace (~» matematické programovant)
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ZAKLADNI VYMEZENI

v
FUNKCNI OPTIMALIZACE

Pripustna mnozina = prostor funkci (skaldrnich nebo vektorovich) n-rozmérné pro-
ménné definovanych na jisté mnoziné Q C R™, s jistgmi vlastnostmi (spojitost, di-
ferencovatelnost apod.) a spliujicimi dalst (tzv. vedlejsi) podminky dané soustavou
néjakych algebraickych, transcendentnich, diferencidlnich nebo integralnich rovnic ¢i
nerovnic

Ucelové zobrazeni = funkcional (tj. zobrazent ptifazujici kazdé funkci z pripustné mno-
ziny prvek z R)

V takovém pripadé tedy hleddme funkci z pripustné mnoziny, pro kterou dany funk-
cional nabyva nejvétsi/nejmensi hodnotu mezi vsemi funkcemti z pripustné mnoziny.

Napt. mezi véemi funkcemi tiidy C'[a,b] najit tu, jejiz graf je nejkrat$i spojnici bodii
A = [x1,y1] a B = [x2,y2], 1.

gl = J TF P dx s min.
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VARIACN{ POCET (M68oo; 1aRo 2018 + 2k, k € N U{0})

Johan Bernoulli, Acta Eruditorum (1696), viz goo.gl/26Fgvj

Ms170: KAPITOLA 1 13. ZARI 2021 6 /31


https://goo.gl/26Fgvj
mailto:zemanekp@math.muni.cz

ZAKLADNI VYMEZENI

Jda, Johann Bernoulli, oslovuji nejbystiejsi matematiky na
svété. Nenl nic pritazlivéjstho pro inteligentni lidi néz cestnyg a
ndrocny problém, jehoZ mozné Feseni prinese sldvu a ziistane
trvalgm pamdtnikem. Ndsledujice Fady prikladd Pascala, Fer-
mata atd. doufdm, Ze ziskdm vdécnost celé védecké komunity
tim, Ze pred nejlepsi matematiky nasi doby postavim problém,
ktery otestuje jejich metody a silu jejich intelektu. JestliZe mi
kdokoli sdéli Feseni navrhovaného problému, verejné prohld-
sim, Ze je hoden uzndni.

Obrazek prevzat z goo.gl/UqiNUc

Problema Novum, ad cujus Solutionem Mathematici invitantur.

Datis in plano verticali duobus punctis A et B assignare mobili M viam AMB, per
quam gravitate sua descendens et moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore
perveniat ad alterum punctum B.

/Nova uloha, k jejimuz feSent se vyzgvaji matematikové: Necht jsou dany dva body
A a B ve svislé roviné. Urcete kfivku vyznacenou hmotngm bodem, ktery startuje
v bodé A a pouhgm plsobenim gravitace dosahne bodu B v nejkratsim mozném case
(=brachistochrona)./
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Vy3ka=0.6 m, Vzdlenost=1.2 m, Gravitaéni zrychleni=9.8 m/s"2
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| DELKY KRIVEK —— 1377352290 1.394035129 —— 1467641906 —— 1570908486 —— 1.341640787 —— 1.470628906
Vyska=0.6 m, Vzdalenost=1.2 m, Gravitacni zrychleni=9.8 m/sA2
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ANIMACE

DELKY KRIVEK —— 1377352290 1394035129 —— 1.467641906 1570908486 —— 1.341640787 —— 1470628906
Vyska=0.6 m, Vzdalenost=1.2 m, Gravitaéni zrychleni=9.8 m/sA2
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ANIMACE

[ DELKY KRIVEK —— 1377352290 1394035129 —— 1.467641906 —— 1570908486 —— 1341640787 —— 1.470628906
Vyska=0.6 m, Vzdalenost=1.2 m, Gravitacni zrychleni=9.8 m/sA2

KﬁlvxnI[“PR’MKA" 07824607963 ] mv“|['mmsoy_m-, 06683953784 ] ‘[“mmsumzm 1017818985]

xicxvia ["POLYNOM', 0 6306276853 xicxua |["KRUZNICE, 062862267671 xicxukn |["BRACHISTOCHRONAT, 0 6243053388
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1377352290

1394035129 —— 1467641906 —— 1570908486 —— 1341640787

v [mis]

.6 m, Vzdalenost=

2 m, Gravitacni zrychleni=9.8 m/s/2

.iI“.|[-mmxA-, 07824607963 |

| srvra | ["PARABOLAT', 0 6683953764

| e [[PARABOLAZ 1017518585]

.i,“.|[-mwnuw, 0.6406276398 ]

v | KRUENICE', 062862267671

M
xitzva|l 06243053388

Play/Pause
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ZAKLADNI VYMEZENI
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ZAKLADNI VYMEZENI

1 Obrézek prevzat z goo.gl/rV9esA

BVV - Pavilon A —
Obrazek prevzat z goo.gl/hCHQc6

e
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ZAKLADNI VYMEZENI

+ BWV — Pavilon A o 1 Casa Mila (Barcelona © Antonio Gaud)
Obrézek prevzat z goo.gl/EmGpzh Obrazek prevzat z goo.gl/CAfYRe
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Gateway Arch (St. Louis)
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ZAKLADNI VYMEZENI

Play/Pause Video prevzato z goo.gl/RSeshr
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ZAKLADNI VYMEZENI

PARAMETRICKA OPTIMALIZACE

Pf{pustna mnoZina = mnoZzina X C R™ vymezena jistgmi podminkami dangmi sousta-
vou néjakych algebraickych nebo transcendentnich rovnic ¢i nerovnic

Gcelové zobrazeni = realnd funkce f definovana (alespon) na pripustné mnoziné.
V tomto kontextu bgva (v zavislosti na oblasti) funkce f oznacovana jako ucelova,
cilova, ztrdtova, nadkladova, nepiima uZitkova, uzitkova, energeticka atd.

V takovém pripadé tedy hleddme bod x* € X, ve kterém dand realna funkce f nabygva
své nejmenst hodnoty mezi vSemi body x € X, tj. mame resit tlohu

f(x) = min, x € X, (1.1)
pricemz mnozinu X mGzeme vyjadrit jako
X={xeR"|gi(x) <0,...,91(x) <0 & h{(x) =0,...,hg(x) =0}
pro K,L € NU{0} a dané funkce g1,...,gr,h,...,hg, tj. hleddme

x* € arg mi)rg f(x) ={x € X | f(x) < f(y) pro vdechna y € X}.
xX€E
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ZAKLADNI VYMEZENI

Ulohu (1.1) pak ¢teme jako: Najdi bod x*, v némz realna funkce f do-
sahuje nejmensi hodnoty (tj. minima) mezi vSemt body x € D(f) C R™,
které vyhovuji soustavé L nerovnostt

gi(x) <0 & g2x)<0 & -+ & gi(x) <0
a soustavé K rovnostt
hi(x) =0 & hy(x)=0 & --- & hg(x)=0.
Pripadné mdzeme misto (1.1) fesit ,pouze” tlohu
f :)I(gl;f(x) (1.2)

(e, ({2 Regent tlohy (1.1) pak neni nic jiného neZ nalezeni vrstevnice funkce f

na arovni f*.

. PalSl Ulohu (1.1) navic mGzeme rozdélit do dvou subkategorit
klasifikace , o , , ; . N
e Ulohy bez omezujicich podminek (tzv. volné extrémy), tj. X = R,
napt. x* +1 — min
e (lohy s omezujicimi podminkami (tzv. vdzané extrémy), tj. X G R™,
napf. xcosy — min, [x,yl € [-5,5] x R.
Co jiz zndme?
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Definice 1.1

Véta 1.2
(Fermat)

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO)

»OPAKOVAN{ “

Bod x* € X nazveme bodem globalntho minima funkce f na X, pricemz
X C D(f), tj. feSenim dlohy (1.1), pokud f(x*) < f(x) pro v8echny x € X.
Bod x* € X nazveme bodem lokdlnitho minima funkce f na X, neboli lo-
kdlnim resenim ulohy (1.1), jestlize existuje takové e-okoli bodu x*, '(Jl

O (x*) ={xeR™||Ix—x"[|<e}, &>0,
ze f(x*) < f(x) pro kazdé x € X N O (x*).

V pripadé ostrgch nerovnosti hovorime o ostrych globalnich/lokalnich
minimech. Analogicky definujeme globalni/lokaln{ (ostra) maxima.

Jak je najit?

Necht pro funkci f: R™ — R existuji vS8echny parcialni derivace 1. fadu

v bodé x*, ve kterém ma funkce f lokalni extrém na R™. Potom x* je
stacionarnim bodem funkce f, tj.
o
Tp (x*)
o
NS
grad f(x*) = =0.
*
Frn (X7)
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Véta 1.2a Ma-li funkce f : R™ — R v bodé x* € R™ a néjakém jeho okoli spojité
parcidlni derivace 2. fadu, grad f(x*) = 0 a symetrickd n x n (Hessova)

matice 5
f
v6) = (g )
0x;0x; Lj=1,...n

je pozitivné definitni, pak bod x* je bodem ostrého lokalnitho minima
funkce f na R™.

Jak se pozna pozitivni definitnost?

Plati také opac¢na implikace? Jak se pozna pozitivni semidefinitnost?

Existence globalnich extrému?

Véta 1.3 Necht X C R™ je kompaktni mnoZina a f: X — R je spojita funkce na X.
(Weiestrass) Pak funkce f nah(vé své nejvétsi a nejmensi hodnoty na X (tj. globdlnich
extrém).

Dokazeme extrémy ,lokalizovat“?

Véta 1.4 Necht X C R™ je kompaktni mnozina a funkce f : X — R je diferen-
covatelnd na X. Pak f nabygva svého maxima a minima na X bud ve
stacionarnim bodé lezicim uvniti X nebo v nékterém hrani¢nim bodé
mnoziny X.

Praktické?
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Véta 1.5
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Necht f, g1, ..., gm jsou funkce tiidy C' na oteviené mnozin& U C R™,
kde m €{1,...,n} Uvaime mnozinu M danou jako

M= ﬂ{xengl ) =0} CU,
i=1

pricemz vektory gradg;(x),...,grad gm(x) jsou linedrné nezavislé
(a tedy nutné m < n) pro vsechna x € M, tj. Jacobiho matice

() ... S8y
DG(x) = D(g1(x), ..., gm(x)) = : : € R™X™
aagT‘T(XJ %‘)’(—‘:(x)

ma plnou hodnost, tj. rank DG(x) = m. Je-li bod x* € M lokalnim extré-
mem funkce f na mnoziné M, pak existujl takova ¢isla Aj,..., A5, € R
(tzv. Lagrangeovy multiplikatory), ze x* je stacionarnim bodem Lagran-

geovy funkce o
Li,A) =)+ ) A gi(x),
i=1

tj. grad, L(x*,A*) = 0 neboli

0 o :
ax] +Z?\* 9 x*) =0 provsechnaj=1,...,n.
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Co je mnozina M? MnozZina
{x eR™ | g1(x) =0}

obvykle predstavuje nadplochu, tj. ,utvar” dimenze n — 1. Pridanim dals{ nadplochy
dostaneme
xeR™|g1(x) =0}N{x € R™ | g2(x) = 0},
coz bude mit dimenzi n — 2 atd. Tedy M bude (n — m)-dimenzionalni plocha v R™.
Napf.
g1y z) =x+y+z-2,  gxyz)=x*+y> 1
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wOPAKOVANI“
Co znamend, Ze x* je staciondrnim bodem funkce L(x,A*)?

Véta 1.6 Necht f, gi,...,gm jsou funkce tfidy C? na oteviené mnozin& U C R™,

kde m € {1,...,n}. Uvazme mnoZinu M danou jako

n
M= ﬂ{xeR“lgi(x):O} cUu,
i=1
pricemZ vektory grad g;(x),...,grad gm(x) jsou linedrné nezévislé pro
vSsechna x € M. Jestlize pro bod x* € M existuji multiplikdtory
Ty.. oy A% € R takové, Ze platt nasledujict podminky

(i) Lagrangeova funkce L(x,A*) md v bodé x* staciondrni bod, tj.
grad, L(x*,A*) =0,

(ii) Hessova matice V2L(x*,A*) je pozitivné definitni na

Ker(DG(x*)) = span{grad g; (x*), ..., grad gm (x*)}*
= ﬂ {x e R™ |x L grad gi(x*)},
i=1
pak funkce f ma v bodé x* ostré vazané lokalni minimum.

D, 4 7 ’ , , 7 ’ ,
Poznamka K tomu, aby bod x* byl lokalnim vazangm extrémem nent nutné (ale po-

stacujici), aby byl sou¢asné lokdlnim extrémem funkce L(x, A*). AvSak je-
li x* vdzan(m lokalnim minimem, nutné V2L(x*,A) > 0 na Ker(DG(x*)).
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NEOPTIMALIZOVA(TEL)NY HISTORICKY EXKURZ

Leonid Vitaliyevich KANTOROVICH (1912-1986)
George Bernard DANTZIG (1914-2005)

William KARUSH (1917-1997)

Harold William KUHN (1925-2014)

Albert William TUCKER (1905-1995)

Fritz JOHN (1910-1994)

Moritz Werner FENCHEL (1905-1988)

R. Tyrrell ROCKAFELLAR (%1935, viz goo.gl/kvDL8y)

V této oblasti (na rozdil od nékterych jingch) neni kli¢ové rozlisovat mezi
linedrni a nelinedrni ulohou, ale mezi konvexni a nekonvexni tlohou.

é

KONVEXN| ANALYZA
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V piipadé X & R™ predstavuje bod x* v tloze (1.1) optimdlni Yeden( (strategii, téz
navrhovy vektor aj.) tzv. matematického programu (IT?!)

|

Matematické programovant (M5170) ‘

Linearnt programovant  Kvadratické programovani  Celociselné programovani

(XAAT1VD) (MB150)

\ J
"

Teorie optimalizace (M0160; kazd( jarnl semestr)
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