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'VYMEZENi ZAKLADNiCH POIMU

Nynt se jiz dostavame k Glohdm matematického programovéni (a jejich fesent), tj.

f(x) = min, x€X, (4.1)
kde pripustnd mnozina X je zaddna systémem rovnosti a nerovnostt
X:={xePCR"|gi(x) <0, gj(x) =0, i=T1,...,k j=k+1,...,m}, (42
tj.
X=P ﬂ {XER“ | gi(x) <0, i=1,...,k}ﬂ{xeR“ [g;(x) =0, j =k+1,...,m},

pricemz funkce f,g1,...,gm nemusi bgt nutné diferencovatelné. Omezeni x € P £
se nazyva primé (typicky: ]R/“, R nebo R%,) a omezeni uréend funkcemi gi,...,gm
se nazyvajl funkciondlni (BUNO lze uvaZovat Ulohy s omezenimi vjhradné ve tvaru
rovnosti/nerovnosti ~» vjhodné?).
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OBECNA OPTIMALIZAEN] ULOHA

Nejdiive se podivame na obecnou Glohu MP, tj. na tlohu (4.1) s (bliZze nespecifikova-
nou) mnozinou X C R™ a funkci f: X — R. Zavedme si dvé mnoziny

V(x*,X) = {he LinX |3 oo >0: X +the X pro vt € (0, cxo)},
U(x* f) = {he LinX |3 @ >0: X" +the D(f) &
& f(x* +th) < f(x*) pro Vt € (0, oco)}.

V{znam téchto mnozin?

() V(x*,X) je tzv. mnoZina pripustnych vektord (smérti pro |[h| = 1) v bodé x*. Je
to kuzel? Konvexni? A je-li x* € ri X?

(i) U(x*,f) obsahuje tzv. spddové vektory a jedna se o tzv. kuZel zlepsSujicich vek-
torti (smérd pro ||h|| = 1) funkce f v bodé x*.
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S wvyuzitim téchto dvou mnozin obdrzime prvni nutnou podminku pro
existenci lokalntho reSent tlohy (4.1). Tvrzenti je asi viceméné ziejmé a
dakaz relativné snadny, ale vyznam tohoto tvrzeni pro nami budovanou
teoril je znac¢ny.

Diikaz. Sporem. Necht x* € X je lokalnim FeSenim tlohy (4.1) a existuje
h € V(x*,X) N Ux*f), ti. I oy, &, > 0 takovd, Ze x* + th € X pro
te (0,,) a f(x*+th) < f(x*) pro t € (0, «,). Potom tedy pro libovolné
t € (0,), kde & € (0, min{ex,, 0t }), je souasné x* +th € X C D(f) a
f(x* +th) < f(x*) 4 [ ]

%\ Obrazek.
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OBECNA OPTIMALIZAEN] ULOHA

Podminka (4.1.1) bude jisté splnéna, pokud U(x*, f) = 0. Kdy to nastane?
Pro spojité diferencovatelnou funkci dostaneme pozadavek

(grad f(x*), h) > 0
pro kazdy vektor h € Lin X spliiujict x* + th € D(f) pro t > 0 dosta-
te¢né mala. Zejména v pripadé LinX = R™ a x* € int D(f) musi platit
grad f(x*) = 0.

Nicméné toto je zbytecné silnj pozadavek, nam postacuje (4.1.1), coz
nas privadi k nasledujict definici (viz Poznamku 2.4.3A).

Definice 1.2 Necht mnoZina X C R™ je konvexni a funkce f : X — R diferencovatelna
na (n&jaké oteviené mnoZiné obsahuijici) X. Rekneme, ¥e bod x* € X je
staciondrnim bodem ulohy (4.1) (nebo staciondrnim bodem funkce f na
mnoziné X), jestlize

(grad f(x*), x —x*) > 0 (4.1.2)
pro kazdé x € X.

Je-li X =R™, pak podminka (4.1.2) je tvaru

n
of(x*) .
ZWW*’%) >0 VYxeRY,
i=1 t
coZ je splnéno pouze v pfipadé grad f(x*) = 0 (viz ,klasickd” definice

stacionarntho bodu).
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OBECNA OPTIMALIZAEN] ULOHA

Nasledujicl véta ukazuje, Ze stacionarni bod ve smyslu Definice 4.1.2
ma presné ty vlastnosti, které od néj ocekavame.

Véta 4.1.3 Necht funkce f: X — R je diferencovatelnd na (néjaké otevi‘ené mnoziné
obsahujict konvexni mnozinu) X C R™.

(1) Je-li x* € X lokdlnim extrémem funkce f na X (tj. lokdlnim FeSenim
Ulohy (4.1)), pak x* je staciondrnim bodem funkce f na X.

(ii) Naopak, je-li f (osti‘e) konvexni na X a x* € X je staciondrnim bodem
f na X, pak x* je (jedingm) resenim tlohy (4.1), tj. (jedingm) globalnim
minimem f na X.

Prvni ¢ast Véty 4.1.3 udéavéd nutnou podminku pro teseni tlohy (4.1),
ze které se ovsem ve druhé casti (po pridant pozadavku konvexnosti
funkce f) stala podminka postadujici ~» mame totiz Glohu konvexniho
programovani (minimalizujeme konvexnt funkct na konvexni mnoziné ~~
stac¢l ,pouze” najit staciondrni body — ty jsou totiz zarovei globalnimi
minimy; pozor na Vétu 2.2.0).

Q) Obrézek.
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OBECNA OPTIMALIZAEN] ULOHA

Dikaz. Necht x* € X je lokdlnim feSenim ulohy (4.1) a neplati (4.1.2), tj. existuje x € X
takové, Ze (grad f(x*), x — x*) < 0. Potom pro h:=x —x* mdme h € V(x*, X), nebot z
konvexnosti mnoziny X plyne

x*+th=x"+t(x—x") =tx+ (1 —t)x* € X pro kazdé t € [0, 1],

a soucasné h € U(x*, f), nebot plati

0 > (grad f(x*), x —x*) = f] (x*) = lim O +th) — f(x")

t—0+ t ’

tj. existuje oo > 0 takové, ze f(x* 4+ th) < f(x*) pro kazdé t € (0, ). Tedy celkem
heV(x*X) N Ux*f)#0 5.

Naopak, je-li funkce f (ostie) konvexnt a x* € X splituje (4.1.2) pro kazdé x € X, pak
z Véty 2.4.2 plyne

f(x) > f(x*)+ (grad f(x*), x —x*) V¥x € X,
(>)

coz vzhledem k (4.1.2) znamena

tj. x* je (jedingm) feSenim Glohy (4.1). |

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNnO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KAPITOLA 4 12. PROSINCE 2022 8/ 8o


mailto:zemanekp@math.muni.cz

Z praktického pohledu (viz napf. priklady pozdéji) je velmi ddlezita si-
tuace
X=R} = {x € R |x1,...xn > 0}.

V takovém pripadé obdrzime z Véty 4.1.3 nasledujici disledek.

Q) Obrézek.
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OBECNA OPTIMALIZAENT ULOHA

Dikaz DUSLEDKU 4.1.4

Necht x* € R™ je feSenim (lokalnim = globéalnim) tlohy (4.1.3). Pak podle Véty 4.1.3
je x* stacionarnim bodem, tj.

(grad f(x™), x —x") > 0 V¥x € R}
neboli

xi —xi) =20 VxeRL. (*)

Q)‘@

n
of

Potom ale nutné W(X*) (Xi —x}) = 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R}. Vskutky,
1

af

jestlize 3 (X*) (X; —x}) < 0 pro n&jaky index j € {1,...,n} a néjaké x € RY, pak stact

vzit X € R“ takové, ze i —x{ =0 (tj. xi =x}) proi € {I,...,n\{jla x; =% # xJ
(to lze, nebot X RT). Tim ale dostaneme spor s (x). Tedy (*) skutecné plati pravé
tehdy, kdyz 2 Ty £ (x*) (Xi x}) = 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R} (opacné implikace
je trivialni).
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OBECNA OPTIMALIZAENT ULOHA

DUkAz DUSLEDKU 4.1.4 (POKR.)

JenZe soucasné plati

of
aXi

(x) (xi =x{) =20 Vie{l,...,n}, xe R} <= plati (4.1.4).

Pro dokoncent prvnit ¢asti diikazu proto musime jesté ukazat tuto ekvivalenci.

(i) Necht proie{1,...,n} plati leva strana ekvivalence.
(@) Je-li x; =0, pak x; —x§ > 0 pro vSechna x € X, takze nutné %(x*) >0,
tj. plati (4.1.4)(i) @ podminka (4.1.4)(ii) je v tomto pripadé splnena trivialné.
(b) Je-li x} > 0, pak rozdil x; —x; mlze nabyvat kladnych i zaporngch hodnot

na X, takze nutné %( *) =0, tedy zjevné plati (4.1.4)(1) a (4.1.4)(ii).
(i) Naopak, necht pro i €{1,...,n} plati (4.1.4).
(@) Je-lixi =0a %(x*) > 0, pak aa—g(x*)xi = %(x*) (xi —x¥) = 0 pro
kazdé x € X.
(b) Je-li x; > 0, pak 71( *) =0 dle (4.1.4), a tudiz Ti(x*) (xi —xf) =0
pro I<azc|e x € X.
Odtud plyne, Ze vzdy plati aani(X*) (x; —x¥) > 0.

Dtikaz prvni ¢asti je timto hotov.
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OBECNA OPTIMALIZAENT ULOHA

DUkAz DUSLEDKU 4.1.4 (POKR.)

Naopak, necht pro x* € X plati (4.1.4) a funkce f je konvexni na R?. Potom dle
predchozi ¢asti %(x*) (xi —x¥) > 0 pro kazdé i € {1,...,n} a x € R}, a tudiz také
YU 2 (x*) (xi —x}) = 0 neboli

(grad f(x™), x —x*) > 0 Vx € RY},
tj. x* € R™ je stacionarni bod funkce f na X. Ovsem vzhledem ke konvexnosti funkce
f plyne z Véty 4.1.3, ze x* je feSenim ulohy (4.1.3). |

Podobné jako v Dlsledku 4.1.4 mazeme z Véty 4.1.3 ziskat nutné (a v pripadé konvexni
funkce také postadujict) podminky pro (lokalni/globalni) Fesent tlohy (4.1) pro nékteré
dalst vgznamné typy mnoziny X.

(1) Pro mnoZinu
X={xeR"[x;>0,1i€el}, Ic{l,...,n}

je (nutna/postacujici) podminka tvaru

E(x*)>0 & xfﬁ(x*)zo pro iel & E(x*):O pro ie{1,...,n\L
aXi 6xi aXi.
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(it) Pro mnoZinu
X:{XGRT‘|0¢L<X1’.< Bi) i:L---)n}a

kde «j, Bi € R jsou dana ¢isla a &; < By, je (nutnd/postacujict) podminka tvaru

of > O) Xif = Ki,
Tm(x*) <0, xi =By,
ZO, 0(i<7q< ﬁi.
(ii)) Pro mnoZinu
n
X={xeR"|x; >0, in:r},
i=1

kde r > 0 je dané &islo (jedna se o zobecnéni jednotkového (n — 1)-simplexu),
je (nutna/postacujicl) podminka ve tvaru implikace

O oy B

¥ )< —(x* j coonh
Xi >0 = aXi(x)\ axj(x) pro Vj e{l,...,n}
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OBECNA OPTIMALIZAEN] ULOHA

V pripadé, ze funkce f neni konvexni, potfebujeme k rozhodnuti o ,ex-
trémnosti” stacionarniho bodu x* n&jaky dalsi néstroj. Je-li f € C?, pak
mame podminky druhého radu:

Nutna Je-li x* € X lokdlnim minimem funkce f : X — R, f € C%, na konvexni
podminka mnoZing X C R™, pak
pro (4.1) -
(x —x*)TV2F(x*) (x —x*) = 0
pro viechna x € X takova, Ze grad' f(x*) (x — x*) = 0, tj. pro vektory
T
(x —x*) € Kergrad " f(x*).
Postacujici

Bod x* € X je lokdlnim minimem funkce f: X — R, f € C?, na konvexni

podminka mnoziné X C R™, jestlize

pro (4.1)
gradT f(x*) (x—x") >0, VxeX

(tj. je to stacionarnt bod), mnoZzina X je polyedr a platt
(x —x*) TV (x*) (x —x*) > 0
pro vsechna x € X takova, Ze x # x* a (x —x*) € Ker gradT f(x*).

Pro¢ polyedr? V takovém pripadé je totiz mnoZina V(x*,X) uzaviena.
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Neékteré

o Keplerhv problém: Do dané koule vepiste valec s maximalnim obje-
historicke mem (planimetricka formulace: kruh ~~ obdélnik ~~ obsah).
tlohy . . ., . an , Ly , ¥
Y e Steinerliv problém: V rovinném trojihelniku najdéte takovy bod, ze
soucet jeho vzddlenosti od vrcholli trojuhelniku je minimalnt (~
/Fermatiiv—/Toricelliho bod).
e Tartagliova lGloha: Rozdélte Cislo 8 na dvé ¢asti tak, aby jejich soudin
s jejich rozdilem byl maximalnt.
»Moderni e Linearni programovani (LP)
tlohy

¢'x > min, Ax<b, x>0,

kde ¢ € R*, A € R™™", b € R™ jsou dany (viz M4140 nebo
M0160). Napr. optimalni vgrobni program, dopravni problém atd.
Toto Uzce souvist s celociselngm programovanim (ZLP), napf. pro-
blém batohu/zlodéje, problém obchodntho cestujictho (viz M0160).

e ekonomické ulohy: maximalizace uzitku/zisku, minimalizace v{-
daji/ndkladu, tvorba portfolia ~+ kvadratické programovant (viz
M0160)
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

V predchozi ¢asti jsme resili obecnou minimalizaént Glohu (4.1) a vidéli jsme, ze dile-
zitou roli zde hraje geometrie mnoziny X (vektory x —x*). Abychom se mohli v nasich
Gvahach posunout dale musime urcit mnozinu X blize, proto se dale budeme zabyvat

tlohou (4.1) & (4.2), 1.
f(x) = min, x€X, (4.1)
X:={xePCR"|gi(x) <0, gj(x) =0, i=T1,...,k j=k+1,...,m}. (42

Jejt specialnt piipad s P =R™ a k = 0 jiz FeSit umime za predpokladu regularity Jaco-
biho matice DG(x) s pomoci staciondrnich bodt pridruzené (requldrni) Lagrangeovy
funkce

Lix,y) =f(x)+ ) yi gi(x).
i=1

Podobné budeme postupovat i v pfipadé obecné ulohy (4.1) & (4.2). K této lloze
pridruzime (obecnou) Lagrangeovu funkci L: P x R x R™ — R danou piedpisem

L(x,Yo,y) :=Yo F(x) + Y _yi gi(x), (4.2.1)
i=1
pii¢em? v piipadé yo = 1 bude L(x,1,y) = L(x,y). Cisla yo,...,Yym opét nazgvéme

Lagrangeovgmi multiplikdtory.
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Véta 4.2.1

NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

Pro viklad jesté potrebujeme nasledujict mnoziny

Q:= {y = (yh-'-,ym)T ‘yh- Yk = O}
De={ie{l,... Kax) =0}, x*eX
S(x*) == I(x*)u{k+1,...,m}, xeX.

MnoZina I(x*) znadt mnozinu aktivnich omezeni v bodé x*. MnoZina
S(x*) pak je tvofena indexy vsech funkci uréujicich mnozinu X, které se
v bodé x* realizujt jako rovnosti.

(Lagrangetv princip) Necht mnozina P C R™ je konvexni, funkce
f,g1,...,9x : P — R jsou diferencovatelné v bodé x* € X a
Jk+1y---ygm : P — R jsou spojité diferencovatelné v néjakém okoli
bodu x*. Je-li bod x* € X lokalnim reSenim tlohy (4.1) & (4.2), pak exis-
tuji Lagrangeovy multiplikdtory yg,y7,..-,Yx = 0, Y iqy---,Y;m € R, 1.
ys = 0 ay* € Q, takovd, ze ne vdechna yg, . ..,ys, jsou nulova a plati

(grad, L(x*,y5,y"), x —x*) 20 Vx € P, (4.2.3)
yigi(x) =0, i=1,...,m (4.2.4)

Podminka (4.2.3) ~ x* je staciondrnim bodem funkce L(x,yg,y*) na P.
Podminka (4.2.4) ~ podminka komplementarity.

Pozadavek y7j,...,yy = 0 ~» podminka duality.
(4.2.3)4+(4.2.4) ~» Johnovy podminky a pro y5 =1 ~» KKT-podminky.
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

DikAz VETY 4.2.1

Pro jednoduchost se omezime na situaci, kdy funkce gy1,...,gm jsou pouze afinni
(v opacném pripadé je potfeba pouzit Vétu o implicitni funkci). Necht x* € X je lokalnt
feseni ulohy (4.1) & (4.2) a uvazme systém nerovnosti a rovnost{ na mnozin& P ve

tvaru
(grad f(x*), x —x*) < 0,

(grad g; (x*), x —x*) <0, 1€ I(x*), (4.2.5)

(grad g;(x*), x —x*) =0, j=k+1,...,m.
Predpoklddejme, ze existuje feSeni x € P tohoto systému. Ozna¢me h := x—x*. Potom
x*+th € P pro libovolné t € [0, 1]. UkdZeme, ze h € U(x*, f) a soudasné h € V(x*, X):
(i) JelikoZ funkce f je diferencovatelna v bodé x*, miiZze vyuzit Taylorovu vétu, ¢imz

dostaneme

fO +th) — f(x") (grad f(x*), h) + o(llth1}

———|hl<0 t—o0"
n g < )

takze h € U(x*, f).
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

DUkAz VETY 4.2.1 (POKR.)

(i) Podobné pro i € I(x*) plyne ze druhé nerovnosti, ze funkce g; jsou klesajici
ve sméru h a soucasné gi(x*) =0, tedy gi(x* + th) < 0 pro dostate¢né malé
t >0, tj. h e U(x* gi) proie I(x*). Proie{l,...,k}\I(x*) médme g;(x*) <O,
tedy v tomto piipadé gi(x* + th) < 0 pro [t| dostate¢né malé, takze celkem
h € U(x*, gi) proie{l,...,k}. Proie {k+1,...,m} vyuzijeme predpoklad
afinnosti a tfeti rovnost v systému (4.2.5), tj.

gi(x* +th) = gi(x") + tgrad' gi(x*)h=gi(x*) =0 pro libovolné t,

a tudiz h € U(x*, gi) pro vSechna i € {1,...,m}. Jelikoz x* 4+ th € P plyne
odtud, Ze h € V(x*,X), tj. h € V(x*,X) N U(x*,f) #0 4 s Lemma 4.1.1.

Proto systém (4.2.5) nema feSeni na P a z Véty 2.3.12 plyne existence &isel y§,y; > 0
proi€ I(x*) a Y qy.-- Ui € R takovych, ze

y; (grad f(x*), x —x*) + Z y;i (grad gi (x*), x —x*) > 0,

1eS(x*)
t].
<y2§ grad f(x*) + Z y; grad gi(x*), xx*> >0 VxeP.
i€S(x*)
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Jestlize jesté dodefinujeme yi :=0 pro i € {1,...,k}\I(x*), pak z posledni nerovnosti
dostadvame (4.2.3), tj.

i=1

m
<y(’§ grad f(x*) —|—ny grad gi (x*), x—x*> >0 VYxeP.

Podminka (4.2.4) je splnéna trivialné. ]
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Podminka
(4.2.3) ve
specialnich
pripadech

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO)

NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

(1) Je-li x* € intP (tedy zejména je-li P oteviend), pak podminka (4.2.3)
se zméni na rovnost, tj.

grad, L(x",y5,y") =0.
(ii) Je-li
P={xeR" | <x¢ <Py, i=1,...,n},

kde —oo < oy < Bi < o0 pro i €{1,...,n}, pak (4.2.3) znamena

oL = 0, o < X? < Bia
E(X*)ygyy*) 20) X? :“1757003
’ <0, x}=pi#o0.

(iii) Je-li

P:{XER“\M20, i:],...,s},

kde s € {1,...,n}, pak (4.2.3) znamena

oL oL .
W(X*»US»U*)>O & Xza(X*)yz»y*):o) le{])”-)s})
oL
g(x*,yg,y*]zo, ie{s+1,...,nh
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Je Véta 4.2.1 konzistentni s vikladem pro tlohy s omezenimi pouze ve
tvaru rovnosti?

Dy v g
Priklad Uvazme tlohu s P =R? a

f(X],Xz) =X1 — min,

g1(x1,%2) =—x3 +%2 <0,  galx1,%2) = —x} —x2 <0,

g3(x1,x2) =x3 +x3 —1<0.
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Uvazme ulohu (P = R?)
f(x1,%x2) = (x1 + 1)2 +In(x2 + 1) = min,
(x1 =1+ (x2—1)? =2, x1 >0, x; > 0.
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Situace s y§ = 0 je velmi problematicka ~~ potiebujeme zarudit y§ # 0,
coz je ekvivalentni s y§ =1 (tzv. podminky kvalifikovaného omezeni).

Napf. reguldrnost bodu x*, tj. linedrni nezavislost vektort grad g;(x*)
pro i€ S(x*).

Regularnost pri omezent na znaménko?
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V literatute lze nalézt i nékolik dalSich podminek zarudujict yg =1 pfi
x* € int P (lokalnt vs. globalni).
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Uvazme Glohu

(X] —3)2 St (Xz —2)2 — min,
XT+x5<5 < x+2x<4, 20, x>0
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Véta 4.2.1 dava pouze nutnou podminku, tj. ne kazd( bod spliujici (4.2.3)
a (4.2.4) je feSenim tlohy (4.1) & (4.2) ~ potiebujeme néjakou postalujici
podminku (,certifikdt optimality”).

Nalezeni fesent tlohy (4.1) & (4.2) nent ekvivalentni s nalezenim extrému
Lagrangeovy funkce, a to ani v ptipadé y5 = 1. Nicméné je to postacujici.



mailto:zemanekp@math.muni.cz

NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

Dikaz VETY g4.2.1¢

Z predpokladii plyne, ze L(x*,y*) < L(x,y*) pro kaZzdé x € P. Navic z (4.2.4) dostavame
f(x) =f(x) + )_yigilx") =L(x",y").
i=1
Proto pro kazdé x € X platt
m k
f(x) =L(x",y") S Llxy7) =f(x) + )_yigi(x) =f(x)+ ) yigi(x) < f(x),
i=1 i=1

nebot gi(x) =0 proie{k+1,...,m}ayigi(x) <0 pro kazdé x € X. To znamena, ze
x* je globalnim minimem funkce f na mnoZziné X. ]
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

Kdy budou splnény podminky Véty 4.2.1C? Zejména ve chvili, kdy funkce
L(x,y*) je konvexni ~ tloha konvexntho programovani.

Dasledek Necht P C R™ je konvexnt mnozina, funkce f, gi,...,gm jsou diferenco-
4.2.2 vatelné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujici) P a pro x* € X existujt
multiplikdtory y* € Q takové, Ze plati (4.2.3) a (4.2.4) s y; = 1. Necht

je dale splnén (alespon) jeden z nasledujicich predpokladu:

() funkce L(x,y*) je konvexni na mnoziné P,

(it) uloha (4.1) & (4.2) je ulohou konvexniho programovéni, tj. na
konvexni mnoziné P jsou funkce f,gi,...,gx konvexni a funkce
Jkt1y---ygm afinni.

Pak bod x* je globdlnim FeSenim Glohy (4.1) & (4.2).

Diikaz. Jelikoz y* € Q, predpoklad (ii) je specialnim pripadem (i). Pod-
minka (4.2.3) znamen4, Ze bod x* je staciondrnim bodem funkce L(x,y*)
na P. Jelikoz funkce L(x,y*) je konvexni a mnozina P je také konvexni,
plyne z Véty 4.1.3, ze bod x* je bodem globalniho minima funkce L(x,y*)
na P. Proto tvrzeni plyne z Véty 4.2.1C. |

Mohla by tloha konvexniho programovani vypadat i jinak nez je popsano
v (i)?
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

Predchozi disledek ukazuje, ze zejména v pripadé ulohy konvexniho
programovani je existence stacionarniho bodu s Lagrangeovym multipli-
katorem y§ = 1 dokonce postacujici pro globalnt resent.

Kvalifikovanost omezeni & konvexnost Glohy ~~ zdkladni tvrzeni kon-
vexntho/nelinedrntho programovani:

Véta 4.2.3 (Karushova—Kuhnova-Tuckerova v diferencialnim tvaru) Necht P C R™
je konvexni mnozina, funkce f,gi,...,gx konvexni na P a diferencova-
telné na (néjaké oteviené mnoziné obsahujict) P, funkce gii1y-.-,gm
afinnit na P a necht platt (alespori) jedna z nasledujicich podminek:

(1) (LNZ) mnoZina P je oteviend, vektory grad gi(x), i € S(x), jsou
linedrné nezavislé pro kazdé x € X;

(it) (Slaterova) funkciondlni omezent jsou pouze ve tvaru nerovnostt,
tji. k = m, a existuje bod X € P takovy, Zze gi(X) < 0 pro i €
{1,...,k}

(it)) (linedrni) mnozina P je polyedr a funkce gi,..., gk jsou afinni.

Pak x* je feSenim tlohy (4.1) & (4.2) pravé tehdy, kdyz existuje y* € Q
takové, ze plati (4.2.3) a (4.2.4) sy; = 1.

Podminky (ii) a (iit) Véty 4.2.3 se trochu lisi od Véty 4.2.1B, coz je zpliso-
beno konvexnosti funkce f, kterd umozniuje vyuZiti regulérnich modifikaci
Véty 2.3.12. V LP a QP vzdy platt (iii).
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

Dikaz VETY 4.2.3

<" To plyne primo z Dusledku 4.2.2 (i bez dodateén{ch podminek).

,~—" Musime dokazat pouze ,dostatecnost” uvedenych predpokladd. Necht tedy
x* € X Fesi ulohu (4.1) & (4.2). V p¥ipadé podminky (i) plyne tvrzeni pfimo z Véty
4.2.1A. Uvazme nyni podminku (ii). Necht tedy k = m a uvazme systém nerovnosti
(grad f(x*), x —x*) <0, (4.2.6)

(grad gi(x*), x —x*) <0, iel(x*). (4.2.7)
Pak tento systém nema reseni na P — kdyby totiz x € P teSilo (4.2.6) a (4.2.7), pak
(podobné jako v dikazu Véty 4.2.1) by z diferencovatelnosti funkct g; plynulo pro
h=X—x* ze

gi(x" + ah) = gi(x") + (grad gi(x"), ah) +o([achll),
|
<0 dle (4.27)
tj. gi(x*+ah) < gi(x*) pro & > 0 dostate¢né malé. Nebot x*+ah = ax+(1—x) x* € P
pro & € [0,1], plyne odtud, Zze x* + a«h € X pro « > 0 dostate¢né malé, a tudiz
h € V(x*, X). Soudasné z (4.2.6) plyne, ze smérovd derivace funkce f v bodé x* a
sméru h je zaporna, tj.
f(x* + ah) < f(x*)

pro & > 0 dostate¢né malé, tj. h € U(x*, f). To ale znamend, Ze h € U(x*, f)NV(x*, X) #
0 4 s Lemma 4.1.1.
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP

DUkAz VETY 4.2.3 (POKR.)

Nicméné systém (4.2.7) ma rfeSent X, nebot s vyuzitim Véty 2.4.2 totiz mame
(grad gi(x"), X —x") < gi(X) — gi(x") = gi(X) < 0.
Proto z Véty 2.3.13 plyne existence yi > 0 pro i € I(x*) takovych, Ze plati
<grad f(x*) + Z yi grad gi(x"), xx*> > 0.
iel(x*)

Dodefinujeme-liyf =0proie{1,...,k}\I(x*), pak dostdvame multiplikdtory y3i,...,yk >
0, pro které plati (4.2.3) a (4.24) sy; = 1.

Dtikaz tvrzent za podminky (iii) plyne z Véty 2.3.14. |
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f(x1,%2) = (x1 —3)% + (x2 — 2)% — min,

x}4+x3 <5  x +2x <4
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f(x1,%2) = %1 +x2 — min,
x1+x <1, x1 =0, x2 = 0.
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Vyresme
f(x1,%2) = X3 + X3 — min,

x2 +x5 <5, X1 + 2x, = 4, x1 >0, xz = 0.

Pro kontrolu vlastnich vjpoctd je k dispozici maplet s Lagrangeovgm
principem, viz https://goo.gl/w2JUvL.
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NUTNE A PosTACUlici PODMINKY OPTIMALITY v MP
Véty 4.2.1C a 4.2.3 davaji postacujict podminky, za kterych staci pro re-
Seni Ulohy (4.1) & (4.2) najit pouze staciondrni bod Lagrangeovy funkce.

Bez platnosti téchto podminek potfebujeme néjaké dalsi kritérium. To
je jako vzdy zalozeno na definitnosti matice
Vil y5,9°)
Véta 4.2.4 Necht funkce f, gs,...,gm jsou dvakrat spojité diferencovatelné v bodé
x* ax* € intP je takovy, ze existuji multiplikdtory y* € Q spliujict (4.2.3)
a (42.4) s yy =1 a soucasné y; > 0 pro i € I(x*) (tzv. podminka ostré
komplementarity), tj.
gradx I—(X*)y*) =0,
gi(x*) <0 pro ie{l,...,k} gi(x*)=0 pro ie{k+1,...,m}
yi >0 pro ielI(x"), y; =0 pro ie{l,...,kN\I(x¥),
yieR pro ief{k+1,...,m}k
Jestlize
V2L(x*,y*) >0 na Ker(grad' gi(x*))ies(x)s

ti. hTV2L(x*,y*)h > 0 pro viechna h € R™\{0} takovd, Ze
(grad gi(x*), h) = 0 pro i € S(x*), pak bod x* je ostré lokdlni mini-
mum funkce f na mnoziné X.
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Uvazme Glohu

—X1 X2 — min,
X1 +x2 < 6, x1 =0, xz = 0.

Pozor! Obrazek generovan z MAPLE, kter( dava chybné reseni!
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Pripad s yi = 0 pro néjaké i € S(x*), ukazuje jistou ,degenerovanost”
tohoto omezeni. Napt"

242
a2 min, x2 < 0.
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‘ OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA
‘ NUTNE A POSTACUJiCI PODMINKY OPTIMALITY vV MP
‘ TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

‘ ANALYZA CITLIVOSTI
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Existuje K-T vektor vzdy? Uvazme napt. tlohy

i) —x*—=min, x=0, P=R,
(i) x—1—=min, x>*—1=0, P=R,,
((ut) e = min, x<0, P= ]R).

Proto k zaruceni existence K-T vektoru potfebujeme nékteré dodateéné
podminky, které lze ziskat z regularnich modifikaci Véty 2.3.12.
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Uloha konvexniho programovéni doplnéné o nékterou z dodateén(ch podminek uvede-
nych ve Vété 4.3.2 se nazgva reqularni tloha konvexniho programovani. Podminka (it)
se ale drobné list od podminky (iii) ve Vété 4.2.3 (zde ndm LNZ nepomuze; existence
vs. neexistence a resitelnost).

Terminologické ,zamysleni”:

omezeni ~»  kvalifikované omezeni ~» ostra komplementarita

uloha MP

$

tloha KP
$

reguldrnt Uloha KP (kvalifikované omezent)

silné regularni uloha KP (existuje K-T vektor)
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Dikaz VETY 4.3.2

Je-li f* = —oo, pak nerovnost (4.3.1) je splnéna trividlné pro kazdé y € Q. Necht tedy
f* > —oo a platt podminka (i). Uvazujme systém nerovnostt

f(x) — 1 <0, gi(x) <0, ie{l,...,mh

Tento systém nema reSent na P (kdyby néjaké x spliiovalo druhou cast, pak x € X a
prvni ¢ast vede ke sporu s definict f*). Vynechame-li prvni nerovnost, pak systému jisté
vyhovuje bod X (dle predpoklad(l). Pak z Véty 2.3.13 plyne existence yj,...,yi, =0
takovych, ze

f(x) — "+ Zy?fgi(x) >0 VYxeP.
i=1

Tedy y* = (Y1,---,Ym) " je K=T vektorem Ulohy (4.1) & (4.2). |
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Uloha (4.1) & (4.2) ~» primérni +— duélni uloha = uloha konkdvniho
programovant.

Motivacni Uvazme ulohu
priklad 1

4x1 + 14x5; — min,
X1 + 2%, > 3, X1 +4x; >4,
3x1 +x2 =3, x1 =0, xz = 0.

Motivaéni

Uvazme Ulohu
priklad 2

X3 4+ x3 + 2x; — min,

X1 +x2 =0.
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Ddkaz. Necht y1,y2 € Y a A € [0,1] jsou libovolna. Potom plati

oAy + (1 —=Nyz) = irelf, L(x, Ay + (1 = A)yz) =
= inf LG, y1) + (1 =AML y2)] >

WV

Airerf) Lix,y1)+ (1—=2) i'éf» L(x,y2) =
=Ao(y1) + (1 =Neol(yz),

tj. funkce @ je konkévni. Soucasné odtud také plyne, ze pro yi,yz € Y
(. @(y1) > —o0 a @(yz) > —o0) je také Ay; + (1 —A)y, € Y, nebot
e(Ayr + (1T —=A)y2) =2 Ae(y1) + (1 —Ne(y2) > —oo, tj. mnoZina Y je
konvexnt. ]
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Priklad Uréeme dudlni dlohu k dloze LP, tj.
(c, x) — min, x € X,

kde mnozina X je uréena podminkami

16{1)~")k}) tj' <ai)X>>bi)

Zaijxj :bi» iE{k—H,...,m}, tj' <ai) X) :bia
j=1

Xj>0) J € {llyooansly

kde c,a; € R™, b € R™, s € {0,...,n} jsou dany.
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Véta 4.3.5

TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Existuje néjaky vztah mezi f* a @*?
(Slaba véta o dualité) Pro kazdé x € X a kazdé y € Q plati

f(x) = @(y).

Zejména, pokud X # @ a Y # 0, pak f* > @* (v pFpadé X = 0 a/nebo
Y = () je nerovnost splnéna trivialng, nebot inf () = co a sup () = —o0).

Diikaz. Pro kazdé x € X ay € Q plati

0 > 110+ 3y 016x) = Lixy) > inf Loxw) > fof Loxw) > o(y)

| S —
<0

Tato nerovnost must platit také v pripadé, ze na levé strané vezmeme
infimum pro x € X a na pravé strané supremum proy €Y. |
Véta 4.3.5 tikd, ze rozdil mezi hodnotou ti¢elové funkce primarni a dualnt
lohy je vzdy nezdporny, tj. pro libovolnd x e X £ B ay €Y # 0 plati (v
takovém pripadé jsou obé lGlohy nutné fesitelné)

9(x,y) :=f(x) —@(y) = 0.
Pak &islo g(x*,y*) := f* — @* udava tzv. ,optimalni dudlni rozdil" (opti-

mal duality gap). Véta 4.3.5 také rika, ze pro libovolné y € Q je hodnota
¢@(y) dolni hranici minima ucelové funkce dlohy (4.1) & (4.2).
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

7 u

Navic odtud plyne velmi ,jednoduchg” test fesitelnosti tlohy (4.1) & (4.2):

Je-li primérni dloha (4.1) & (4.2) nechraniéena (tj. f* = —o0), pak nutné @* =
—00, tj. Y =0 ~ dudlni dloha (4.3.1) je nepFipustna.

Naopak, je-li dudlni dloha (4.3.1) neohranicena (shora, tj. * = o), pak nutné
f* =00, tj. X =0 ~ primdrni uloha (4.1) & (4.2) je nepfipustna.

Celkem muZze nastat 9 moZznosti ohledné piipustnosti, ohranicenosti a resitelnosti
primarni a dualnt Ulohy. Véta 4.3.5 vylucuje 3 moznosti a 2 moznosti potvrzuje (vice
zatim neni mozné rozhodnout):

| D>
pU " (f*[\i 00) PaO (# Ecioo)
NO (¢* = o0) v ® %
PaO ? ? ®
NP (¢* = —o0) ? ? v

PU: primdrni dloha; DU: dudlni tiloha; NP: nepfipustnd dloha (tj. X =0 nebo Y = 0);
NO: neohranicend tloha (tj. f* = —oo nebo @* = oo); PaO: pripustna a ohranicena
Uloha (tj. existuje konecné f* nebo ¢*)
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Véta 4.3.5 také déva velmi ,jednoduchou” postacujict podminku pro oveé-
feni optimality.

nCertifikat Jsou-li x* € X a y* € Q takovd, Ze plati
optimality“
f(x") = oly"),

pak x* a y* jsou optimalnimi resenimi svijch prislusnych uloh (ekviva-
lence? viz Vétu 4.3.8).

Dualnt rozdil je také tzce spojen s existenci K-T vektoru. Jestlize du-
alni rozdil je nenulovy, tj. f* > @*, pak mnozina K-T vektord musi byt
prazdnd. Vskutku, pripustme, ze existuje K-T vektor y* € Q, t;.

* < "e‘iL(x,y*) =oy") <" <f

(v pHpadé X =0 je f* = oo, a tudiZ také @* = oo 4, podobné pro Y =0
je @* = —o0, a tudiz f* = —o0 ).
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Véta 4.3.6
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TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

To ale znamena, Ze existence K-T vektoru zarucuje nulovy dudlni rozdil.
Pfipomerime, Ze situaci f* = —oo jsme jiz vyresili.

(Silnd véta o dualité) Necht dloha (4.1) & (4.2) je requldrni ulohou
konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pokud f* > —oo, pak plati tzv.
vztah duality

f* =@, tj. inf sup L(x,y) = sup inf L(x,y),
XEPyEQ yeqQ XEP
pricemz mnoZzina feSent dudlni tlohy (4.3.1) je neprdzdnd a shodna
s mnozinou vdech K-T vektorti Glohy (4.1) & (4.2).

Samoziejmé nulového dualniho rozdilu lze dosahnout i za jingch pred-
pokladd (napf. P konvexni a uzaviend, f,gi,...,gx konvexni a spojité
na P, gx+1,gm afinnl a mnozina fesent primarnt tGlohy je neprazdna a
ohrani¢end, pak Y # 0 a f* = ¢*).

Praktick( vgznam tvrzeni Véty 4.3.6 nemust byt na prvni pohled zfejmy,
ale v nékterych pripadech mtize byt dualni tiloha jednodussi (za dangch
predpokladli jsou obé tlohami KP) — nékteré algoritmy LP a QP jsou
zalozeny pravé na feSeni dudlni tGlohy.

Zaména maxima (suprema) a minima (infima) ~» von Neumannova véta
o ,minimaxu” ~» sedlovy bod (viz pozdéji) ~~ teorie her.
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Dikaz VETY 4.3.6

Jelikoz méme reguldrni tlohu KP, podle Véty 4.3.2 existuje K-T vektor y* € Q tlohy (4.1)
& (4.2), a tudiz (opét)
< infLixy") =oly’) <o

JelikoZ f* > —o0, je také @* > —o0, a tedy y* € Y # . Soucasné predpoklady zaruéujt
X # (. Proto z Véty 4.3.5 mame f* > ¢*, takZe celkem f* = @*.

Necht nyni y* € Y je feSenim dudlni tlohy (4.3.1). Potom

=" =oly’) = inf Lix,y") +Zylgl , WxeP
tji. y* je K-T vektorem tlohy (4.1) & (4.2).
Konedné, necht y* € Q je K-T vektorem ulohy (4.1) & (4.2). Pak plati

¢ +Zy gi(x) =L(xy"), ¥xeP.

Odtud plyne ¢@* < infyep L(x,y*) = @(y*), a tudiZ z definice @* dostdvame rovnost
©* = @(y*). To ale znamend, Ze y* je FeSenim ulohy (4.3.1). |
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Z Véty 4.3.6 bezprostiedné vyplyvaji dvé dilezité implikace.

Diikaz.
(1) lestlize platl Y # 0, z definice ¢* vyplgvd ¢* > —oo. Potom
z Véty 4.35 plyne f* > @* > —oo, takze Gloha (4.1) & (4.2) je
fesitelnd podle Véty 4.3.6.
(it) Jestlize plati Y = 0, pak nutné f* = —oco (v pfipadé f* > —oo
totiz dostaneme spor s Vétou 4.3.6). |
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Z Vét 435 a 4.3.6 a z Dusledku 4.3.7 vyplyva, ze v pripadé reguldrnt tlohy KP mohou
nastat pouze dvé& moznosti (regularita ~ X # ():

/ >
DU " (f*[\i 00) PaO (i Ecioo)
NO (¢* = )  { R R
PaO x v 2
NP (¢* = —o0) 2 % v
V pripadé, kdy primarnt iloha maze byt i nepiipustna mame 4+1 moznost:
g P
bU " (f*[\i o) PaO (F* E(ioo)
NO (¢* = o) 4 ® ®
PaO V7 v R
NP (@* = —o0) v 4 v

Pozor: v tlohach LP a QP varianta PU=NP & DU=PaO neni mozna, nebot dudlni
Uloha je téhoZ typu (~ zdména role primarni a dudlni Ulohy). Nicméné obecné tato
situace mize nastat (napf. x > min & x <0 & P =R, ).
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S vyuzitim teorie duality mGzeme ziskat nutné a postacujict podminky
pro fesent reguldrni Ulohy KP bez predpokladu diferencovatelnosti.

Véta 4.3.8 (Kuhnova-Tuckerova v nediferencialnim tvaru) Necht tloha (4.1) & (4.2)
je regularnt tlohou konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pak x* € X
je reSenim této Glohy pravé tehdy, kdyz plati (alespori) jedna z podminek:

() existuje y* € Q takové, ze f(x*) = @(y*),

(i) existuje y* € Q takové, ze

Lx*,y") = minL(x,y"), (43.2)
yigi(x*) =0, ie€{l,...,mh (4.3.3)

Navic mnozina takovychto vektort y* € Q splyvd s mnozinou resent
dualnt tlohy (4.3.1) (a podle Véty 4.3.6 tedy také s mnozinou K-T vektorti

tlohy (4.1) & (4.2)).

Jsou-li navic funkce f,gi,...,gm diferencovatelné v bodé x*, pak pod-
minka (4.3.2) je ekvivalentni s (4.2.3) pro y§ =1, zatimco (4.3.3) odpovida
(4.2.4). Tudiz Véta 4.3.8 je skutecné zobecnénim KKT véty (Véty 4.2.3)
pro piipad nediferencovatelnych funkci. Koncept K-T vektoru je zobec-
nénim Lagrangeovych multiplikatort (splgvéd za podminek Véty 4.2.3).
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Dikaz VETY 4.3.8

(i) ~==" Necht x* je feSenim dlohy (4.1) & (4.2), tj. f(x*) =f*, ay* € Q je K-T
vektor (existuje diky reguldrnosti Ulohy). Pak podle druhé casti Véty 4.3.6 je
y* tfeSenim dualni tlohy (4.3.1), tj. @(y*) = @*. Soucasné podle prvni &asti
Véty 4.3.6 dostavame f(x*) = f* = ¢* = @(y*).

<" Necht f(x*) = @(y*) pro n&jaké x* € X a y* € Q. JelikoZ plati f(x*) <
f(x*) = o(y*) < @(y*), plyne z Véty 435 f* = f(x*) a ¢* = @(y*), tj. x* je
reSenim Glohy (4.1) & (4.2) a y* je FeSenim dudlni Glohy (4.3.1).
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DUkAz VETY 4.3.8 (POKR.)

(it) =" Nechtx* je feSenim tlohy (4.1) & (4.2). Pak podle predchozi ¢asti existuje
y* € Q takové, ze f(x*) = @(y*), tj.

f(x) = @(y") = inf Lix,y*) <)+ Y_yigilx) WxeP.
xeP —
Odtud volbou x = x* dostaneme Y ", yigi(x*) > 0. JelikoZ ale gi(x*) < 0 a

yi >0 proi=1,...,k musi platit (4.3.3), z ¢ehoz dale vyplgva

m

L(x*,y +Zylgl ) = f(x*) = @(y*) < L(x,y*) VxeP
=0
neboli

L(x*,y") = minL(x,y")
XE
~<=" Necht pro néjaké x* € X a y* € Q plati (4.3.2) a (4.3.3). Potom

* * e * * * 432 - * . * *
f(x) = f(x) + Y_yigix) = L(x",y") "2 minLix,y") = inf L(x,y") = o(y")
n xeP xeP
~—
=0 dle (4.3.3)

Pak z &asti (i) vyplgvd, Ze x* je feSenim Glohy (4.1) & (4.2). |
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- y s
Priklad Uré¢eme dualni alohu pro

N

f(x) = e — min, x

a ovérme platnost vztahu duality f* = @*.

?7? Co je dudlni tloha k dudlni tloze ??

- y (o
Priklad Uré¢eme dualni ulohu pro

f(x1,%2) = 2%3 4+ X1 X2 + X3 — 4x1 +2x2 — min
31 +x2<2 & %20

Dualnt dlohu vytesme. Jaké informace nam toto resent dava o primarni
tloze?
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Tuto ¢ast zakoncime jesté jednou alternativou k plvodni KKT vété, s
jejiz pomoct snadno ziskame odpovéd na otazku:

jak s pomoct Fesent dualnt tilohy ziskame feSeni primarni Glohy?

Definice 3.9 Bod [x*,y*] € P x Q se naz{véa sedlovim bodem Lagrangeovy funkce

L(x,y) dlohy (4.1) & (4.2) na P x Q, jestlize
L(x*,y) < L(x%y") < L(x,y") VvxeP, yeQq,

tj. platt
L(x*,y") = min L(x,y") = TeaéL(x yY)-

A jak to souvisi s Ulohou (4.1) & (4.2)?

Véta 4.3.10 (Kuhnova-Tuckerova pro sedlovyj bod) Necht tloha (4.1) & (4.2) je re-

guldrni dlohou konvexntho programovant (viz Véta 4.3.2). Pak bod x* € P
je Fesenim Ulohy (4.1) & (4.2) pravé tehdy, kdyz existuje y* € Q takové,

e [x*,y*] je sedlovgm bodem Lagrangeovy funkce L(x,y) Glohy (4.1) &
(4.2) na P x Q.
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DikAz VETY 4.3.10

Diikaz je zalozen na Vété 4.3.8(ii).

,—" Necht x* € P je feSenim tlohy (4.1) & (4.2). Pak x* € X a podle Véty 4.3.8(ii)
existuje y* € Q takovy, ze

L(x*,y*):xmeipl_(x,y*) & yigi(x*)=0, ie{l,...,k},

tj. z prvni ¢asti médme L(x*,y*) < L(x,y*) pro kazdé x € P. Soucasné s vyuzitim druhé
Casti dostaneme

L(x*,y") +Zy gi(x*) = f(x* +Zy gi(x") =L(x"y) WyeQ.
=0 <0

To dohromady s prvni ¢asti ukazuje, Ze bod [x*,y*] je sedlovgym bodem.
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DUkAz VETY 4.3.10 (POKR.)

,<=" Necht nyni [x*,y*] je sedlovym bodem. Pak L(x*,y*) = minyep L(x,y*) a zaro-
ven L(x*,y*) > L(x*,y) pro kazdé y € Q, tj.

fxX) + ) yigilx) > f(x)+ ) vigilx’) Yy eQ
i=1 i=1

neboli " .
D yigilx) =) viglx’) WeQ.
i=1 i=1

ProtoZe tato nerovnost plati pro vdechna y € Q, nutné také proy =0 € Q, coz dava
> i yrgi(x*) = 0. Soutasné volbay =y*+e; € Q proi € {1,...,k} davad 0 > gi(x*)
ay=y*te € Qproiec{k+1T,...,m}davad dokonce 0 > gi(x*) & 0 < gi(x*), tj.
gi(x*) = 0. Proto x* € X a yigi(x*) < 0 podle definice mnoziny Q, z ¢ehoz plyne
yigi(x*) = 0 pro vSechna i € {1,..., m}. Tedy jsou splnény podminky Véty 4.3.8(ii),
coz znamena, ze bod x* € P je feSenim tlohy (4.1) & (4.2). |
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Regularita
ve Vété
4.3.10

Sedlovy bod
a dualni
uloha

Disledek
4.3.11

TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

Implikace <= ve Vété 4310 platt i bez predpokladu regularity
Ulohy (4.1) & (4.2). Bez tohoto predpokladu dokonce plati i to, ze sed-
lovg bod splituje (4.3.2) a (4.3.3).

Analogické tvrzen( jako ve Vété 4.3.10 plati také pro dudlni tlohu:

Bod y* € Y je fesenim dualni Glohy (4.3.1) pravé tehdy, kdyz
existuje x* € P takowy, ze [x*,y*] € P x Q je sedlovym bodem
Lagrangeovy funkce reguldrni tlohy (4.1) & (4.2).

V literatuie bgvaji Véty 4.3.8 a 4.3.10 uvadény spolecné.

Necht dloha (4.1) & (4.2) je regularni Glohou konvexniho programovani
(viz Véta 4.3.2).

(i) Body x* € X a y* € Y tesi dlohy (4.1) & (4.2) a (43.1) pravé
tehdy, kdyz plati (i) nebo (ii) z Véty 4.3.8.

(i) Body x* € Xay* € Y resi tlohy (4.1) & (4.2) a (4.3.1) prévé tehdy,
kdyz [x*,y*] je sedlovy bod Lagrangeovy funkce ulohy (4.1) &
(4.2).

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ Ms170: KapiToLA 4 12. PROSINCE 2022 63 / 8o


mailto:zemanekp@math.muni.cz

‘ OBECNA OPTIMALIZACNI ULOHA
‘ NUTNE A POSTACUJiCI PODMINKY OPTIMALITY vV MP
‘ TEORIE (LAGRANGEOVY) DUALITY

‘ ANALYZA CITLIVOSTI
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ANALYZA CITLIVOSTI

Nyni se budeme vénovat zavislosti FeSeni tloh MP na parametrech, tj. situaci kdy
Gloha (4.1) & (4.2) bude obsahovat i n&jaké parametry ~~ parametrické programovani
(viz QP). Parametry mohou vystupovat v ti¢elové funkci a/nebo ve funkcionélnich ome-
zenich:

(i) v ucelové funkci ~~» prodejni ceny, ndkupnt ceny, miru uzitku, ...

(i) v omezenich ~» dostupnost skladovych zasob, vjrobni kapacita, maximalnt in-
vestice, pfijatelna mira rizika, ...

s ’

Nebudeme se vénovat obecné lloze MP. Nejdiive uvazime ulohu MP s omezenimi
pouze ve tvaru rovnosti ale s obecnou zavislosti na parametrech. Poté se podivame
na Glohu s omezenimi ve tvaru nerovnosti ale s parametry pouze v podobé absolutnich
¢lent ve funkcich zadavajicich jednotlivé omezent.

Motivace: interpretace feseni dudlni tlohy v LP ~» K-T vektor ~» Lagrangeovy mul-
tiplikatory.
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Zac¢néme s jednoduchou ulohu pro 2 proménné a 1 omezeni ve tvaru rovnosti, tj.
f(x1,%2) — min, g(x1,x2) = ¢, (4.4.1)

kterd je jednoznacné reSitelnd pro kazdé ¢ € R (pro jednoduchost). Potom feSe-
nim (4.4.1) je dvojice xj(c) a x3(c) a predpokladejme, Ze xj(-) a x3(-) jsou diferenco-
vatelné vzhledem k c. Hodnota uUlohy (4.4.1) také zavisi na c, tj.

() = f(xj(c),x3(c)),

stejné jako odpovidajici Lagrangeliv multiplikdtor y*(c). Je-li navic f*(c) také diferen-
covatelnd vzhledem k ¢, pak plati

d . . dxj(c) . . dx3(c)
() = e, (K7 (), x5 (e) T+ £, (i (0, xi(e)) T2 (¥
Soucasné z Lagrangeova principu mame
fx, (x3(c),x3(c)) +y*(c) gx, (x7(c), x3(c)) =0, o)
fx, (x7(c)yx3(c)) +y*(c) gx, (X7 (c)y x3(c)) =0
Kone¢né derivovanim rovnosti g(xj(c),x5(c)) = ¢ obdrzime
dxj(c dx5(c
g, (63 (€)1 (0) T 4 g (i e, xp o) T2 . ()
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Zkombinovanim (x), (J) a (A) dostaneme

d . dxi d
&f*(c) QNS —y*(c) Gx, (x3(c),x3(c)) Xdlic(c) —y*(c) Ix, (x7(c)yx5(c)) Xj(EC) =
= —y*(c) 9x1 (X?(C),X;(C)) % + gxz (X;{ (C)»X;(C)) d%(EC) =

(&)

«
= —y'(c).
(Tvrzeni zdstane v platnosti i pokud se omezime pouze na néjaké okoli daného ¢y € R\)

Takze hodnota —y*(c) udéva miru zmény hodnoty f*(c), nebot plati
*(c+ Ac) ~ f*(c) —y*(c) Ac.

V ekonomii mnohdy c vyjadfuje dostupné zasoby néjakého zdroje (v¢. ¢asu, penéz
apod.) a funkce f uZitek nebo zisk. Potom hodnota —y*(c) Ac méFi pf¥ibliznou miru
zmény uzitku/zisku, pokud zménime zasoby o Ac ~- stinovd cena (trzni cena? cas,
Ziviny apod.). Takze zejména pfi volbé Ac = 1 zjistime, Ze —y*(c) uréuje zménu opti-
malntho zisku/uZitku f*(c) pri navyseni zdsob o 1 jednotku.

Analogicky dostaneme pii vétsim poctu omezent

£*(c + Ac) & f*(c) — yi(c) Act — -+ —yiu(c) Acm.
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Priklad 1/2
¢ Produkéni funkce firmy je f(xp,%m) = 50x; /2x2 ., kde Xp uddva cenu
prace a x., cenu materialu v tisicich K¢é. Firma ma dostupny rozpocet 79
tisic K&. Jak se zmént hodnota optimalni produkce, pokud firma investuje
80 tisic K¢?
Véta 4.4.1 (Véta o obalce) Mg&jme tlohu

f(X,T) — min, g (X)T) =0, ..., gm(x,r) =0, (*)

kde x € R™, v € R¥, f,g1,...,gm € C'. Pfipustme, Ze pro kazdou
hodnotu parametru r mé uloha () jediné reseni, které oznadime x*(r).
Potom hodnota ulohy (*) je

Je-li x*(r) diferencovatelnd vzhledem k t a Jacobiho matice
D,G(x*(r),r) € R™™ ma plnou hodnost m, pak plati

0 0 0
(1) = 5 (1) 4> ui) ) 52 (" (1))

j=1

5
Pro¢ ,Véta o obalce”? %\Obrazek.
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Jenze predpoklady Véty 4.4.1 jsou celkem silné (Vr existuje jediné re-
sent). Zjednodusent tlohy ~» oslabent pozadavkd.

VR Sl Necht f,g1,...,gm € C? a x* je lokdlnim Fedenim tlohy

f(x) = min, g1(x) =0, ..., gm(x) =0

s odpovidajict Lagrangeovym multiplikdtorem y*. Necht dale tato dvo-
jice spliuje postalujici podminku druhého Fadu (tj. VZL(x*,y*) > 0 na
Ker DG(x*)), pri¢emZ soucasné x* je reqgularnim bodem, tj. D,G(x*) €
R™*™ ma plnou hodnost m. Uvazme ulohu parametrického programo-
vani

f(x) = min, G(x)=u (*)
pro parametr u € R™. Pak existuje otevi‘ena koule S se stfedem v po-
catku (u = 0) takovd, ze pro kazdé u € S existuje lokalni resent
x*(u) € R™ ulohy () a odpovidajici y*(u) € R™. Navic x*(-) a y*(-)
jsou spojité diferencovatelné funkce na S a plati x*(0) = x*, y*(0) = y*
a pro kazdé u € S mame

grad " (u) = —y*(u),

kde f*(u) znadl optimalni hodnota tlohy (*) vzhledem k u, tj. klademe

(u) = f(x" (u).
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Nyni se zaméfime na uUlohu s omezenimi ve tvaru nerovnosti (to je z praktického

vivy

vystupovat pouze ve formé absolutnich ¢lent (viz Véta 4.4.2).

Budeme mit Glohu zavislou na m-tici parametr(i b = (by,...,b, )" € R™, tj.
f(x) — min, x€X(b):={xePCR"|gi(x)<by, iel,...,m}. (4.4.2)

Jesté budeme potiebovat oznacent
-
G0 = (91(x),-sgm(x) ", X(b):= {x € P|Glx) <b},

Bi={beR™X(b) £0},  F(b):= nf £(x), bEB,

Y(b) = {y ER™ |y >0, F(b) < f(x) + (y, G(x) —b) Vx € P},

OF(b) == {a €R™ |F(b') —F(b) = (a, b’ —b) Vb’ € B}.

vektord Glohy (4.4.2). MnoZina 0F(b) je subdiferencialem funkce F(b).

A jak tedy zévist uloha (4.4.2) na parametru b?
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Véta 4.4.3 Necht mnozina P C R" je konvexni, funkce f, gq,... jsou konvexni
) Y ) m

na P a plati 0 € B, F(0) > —o0 a Y(0) # 0. Potom
() mnozina B je konvexnt,
(it) funkce F(b) je koneéna, konvexni a nerostouci na B,
(iit) plati OF(b) = —Y(b) pro v8echna b € B.

Poznamky (i) Predpoklady Véty 4.4.3 Fikaji, ze
k Vete 4.4.3 e 0 € B <= X(0) # 0: dloha (4.4.2) s b =0 je pripustnd,
e F(0) > —oo: Uloha (4.4.2) s b =0 ma konecné Fesent,
e Y(0) # 0: mnozina K-T vektort tlohy (4.4.2) s b = 0 je neprazdna
(pozor — toto nent splnéno automaticky, viz Véta 4.3.2).

(it) Je-li F dokonce diferencovatelnd v b, pak 0F(b) je jednoprvkova, ob-
sahuje pouze grad-r F(b) a tento vektor je roven (—1)x K=T vektoru,
coz je analogie Véty o obalce (Véta 4.4.2).

(ii)) Ve Vété 4.3.6 jsme charakterizovali K-T vektory tlohy (4.1) & (4.2)
pomoci Fedeni dudlni tlohy (4.3.1). Cast (iii) predchozi véty jim dava
jesté jinou charakteristiku — pomoct subgradientu hodnoty Glohy
parametrického programovant (4.4.2): v pripadé regularni tlohy KP
dostdvame zkombinovénim téchto dvou vygsledkd oF(b) = —Y*(b),
kde Y*(b) je mnoZina Feseni dudlni tlohy (viz Véta 4.3.6 a LP).
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o Awdzamesn
DUkAz VETY 4.4.3(1)

Je-li mnoZina B jednoprvkova (B # () nebot 0 € B), pak je tvrzeni zfejmé. Necht tedy
b,b € B a A € [0,1] a jsou libovolnd, tj. existuji x € X(b) a x € X(b). Polozme
x = Ax+ (1 —A)x. Potom

G..konvx

Gx)=GAXx+ (1—A)%) < AGKE)+ (1—A)G(X) <Ab+ (1 —A)b. (%)
Tedy x € X(Ab + (1 —A)b), tj. X(Ab 4+ (1 —A)b) # 0, tj. Ab+ (1 —A)b € B.
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Dikaz VETY 4.4.3(n)

Necht y* € Y(0). Pak y* > 0 a F(0) < f(x) + (y*, G(x)) pro Vx € P. Protoze y* > 0,
plati F(0) < f(x) + (y*, b) pro libovolné b € B a x € X(b), tudiz také

F(0) < F(b) +(y", b).

ProtoZze F(0) > —oo, je zfejmé, ze také F(b) > —oo, a tedy funkce F(b) je konecna
(F(b) = oo pouze pro f = o0 ).

Necht nyni b,b € B a A € [0,1] jsou libovolnd. Polozme b := Ab + (1 — A)b. Pak pro
libovolna x € X(b) a x € X(b) oznatme x := Ax + (1 — A)X. Podle &sti (i) je x € X(b),
viz (%), tedy

F(b) < f(x) < Af(x) + (1 —A)f(x).

Protoze x,X byla zvolena libovolné, plyne odtud
F(b) < AF(b) + (1 —A)F(b),
tedy funkce F je konvexnt.

Je-li b,b € B a b < b (po slozkach), pak ziejmé X(b) C X(b). Proto F(b) > F(b), a
tedy funkce F je nerostouct.
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Dikaz VETY 4.4.3(1n)

Necht b € B spliiujict 9F(b) # 0 je libovolné a necht y* € 9F(b), tj.
F(b') —F(b) > (y*, b’ —Db) Vb’ €B. (4.4.3)

Jelikoz F je nerostouct dle (ii), plyne odtud y* < 0. Necht dale x € P je libovolné a
poloZzme b’ := G(x). Pak b’ € B, x € X(b’), a tudiz F(b’) < f(x) dle definice F(b).
Proto z (4.4.3) mdme

F(b) < F(b')— (y*, b/ —=b) < f(x) + (—y*, b’ —b) = f(x) + (—y*, G(x) —b). (%)
Jelikoz x € P bylo zvoleno libovolné, plati nerovnost (%) pro kazdé x € P, a tudiz
—y* € Y(b) (dle definice Y(b) a z faktu —y* > 0).
Naopak, necht b € B spliiujict Y(b) # 0 je libovolné a necht —y* € Y(b), tj. —y* >0 a
F(b) < f(x) + (—y*, G(x) —b) pro kazdé x € P. Potom pro kazdé b’ € B a x € X(b’)
dostdvame
F(b) < f(x)+(—y", G(x) —b) < f(x)+(—y", b’ —=b) = F(b) <F(b)+(—y", b’ —b).
Vzhledem k libovolnosti b’ € B, plati tato nerovnost pro kazdé b’ € B, a tudiz y* €
OF(b).

JelikoZ z téchto dvou ,implikaci” také vyplgva, ze mnoZiny 0F(b) a Y(b) musi bgt

sou¢asné prazdné/neprdzdné (jisté aF(b) # 0 pro kazdé b € ri B, ale jinak? — je mozné

Y(b) = 0, nebot explicitné nepoZadujeme regularni tlohu KP), plati 9F(b) = —Y(b).
[ |
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S pomoci Véty 4.4.3 mizeme ziskat nékolik dileZit(ch vlastnosti plivodni
Ulohy MP, tj. tlohy (4.4.2) s b =0.

Disledek Necht mnozina P C R™ je konvexni, funkce f,gi,...,gm jsou konvexni
4.4.4 na P, plati F(0) > —oco a existuje X € P takové, ze G(x) < 0 (viz Slaterovu
podminku ve Vété 4.3.2). Potom 0 € intB a
(i) funkce F(-) je spojitd v bodé b =0,
(it) pro libovolné h € R™ existuje jednostranna smérova derivace

/ _ %
Fh(O)—yQ3§o)< y*, h),

(it)) funkce F je diferencovatelna v bodé b = 0 pravé tehdy, kdyz Y(0)
je jednoprvkova, tj. Y(0) = {y*}. Navic plati grad " F(0) = —y*.

Z casti (iit) thned vyplgvd, ze pro dlohu (4.4.2) s b = 0 (prfi splnént
uvedenych predpokladd) existuje vice K-T vektorti <= funkce F nent
v bodé b = 0 diferencovatelna.

Diikaz. ProtoZe existuje X € P takové, ze G(x) < 0 = b, je zfejmé, Ze
b =0 € intB (nebof G(X) < b pro vSechna dostate¢né malé b). Tvrzeni
pak plyne z Véty 4.4.3 a (i) Véty 2.4.1, (i) Véty 2.5.6 a (iii) Véty 2.5.7. 1
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Dy 7. . v . r
Priklad V zdvislosti na parametru b uréeme hodnotu F(b) parametrické Glohy
f(x) =x*+2x+2 — min, x<b.
Urceme dale dudlnt tlohu k této tloze, vyresme ji (bez pouzitt predchozi
¢asti) a ovérme platnost vztahu 0F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnoZina
resent dualnt tlohy.
Priklad

V zavislosti na parametru b uréeme hodnotu F(b) parametrické tlohy
f(x1,%2) =x2 +x3 +3 i 2_x;<b >0
1yX2) = X7 X3 X1 — min, X5 —%1 S0, X3 =0.

Urceme dale dudlnt tlohu k této tloze, vyresme ji (bez pouziti predchozi
¢asti) a ovéfme platnost vztahu 9F(b) = —Y*(b), kde Y*(b) je mnoZina
reSent dudlnt Glohy.
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UkdZzeme si (alespoi) jeden ekonomicky motivovany priklad zalozeny na
ptedchozich vgsledcich. K tomu bude potieba jesté nasledujict dlisledek.

Ekonomicka interpretace K-T vektoru (viz Lagrangeovy multiplikatory
~~ stinova cena).
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FENCHEL vs. K-T

Cely vgklad byl zalozen na K-T vektoru. Nyni si ukazeme, jak lze odvodit napt. vztah
duality f* = @* pomoci Fenchelovy transformace. Uvazme Glohu

f(x) = min, gi(x)+b; <0, ie{l,...,m} xePCR"
a necht F(b) je hodnota této Ulohy. Pak pro konjugovanou funkci plati

F'(y) = sup { {y, b) = F(b)} = sup {(y,b)— inf f(x)}=
beB beR™ X€

G(x)1b<0
=sup {— inf (fx)—(y,b))}=sup sup {(y,b)—f(x)}=

berm G(;)6<be T G
=sup sup { y, b f(x)} =
x€P b<—G(x)
_ SUPxep { - <1J7 G(X]> - f(X)} mfxEP {f U» ( )> }) Yy > Oa
o0, y<Oo.
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FENCHEL vs. K-T (POKR.)

Tedy F*(y) = —@(y) a dudlni dlohu (4.3.1) lze psat jako
—F*(y) = max, y=0.
Navic platt

F*(0) =sup { (0, y) —F(y)} =sup{ —F(y)} =sup {o(y)} = ¢".
y=>0 y=0 y=0

Pokud je funkce F spojitd v O, plati podle Véty 2.6.6 rovnost F(0) = F**(0), tedy plati
vztah duality f* = @*. To znamen4, ze kazda podminka, kterd zajisti spojitost funkce
F v 0 je zaroven postacujici podminkou pro platnost vztahu duality, napf. Slaterova
podminka a pozadavek F(0) > —oo implikuji O € int B, a tedy F je spojita podle Vét 2.4.1
a 4.4.3(ii).
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Konec.
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